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Resumen

Se compara el modelo estandar reducido de tres poblaciones (hepatocitos sanos
y enfermos, y carga viral) para el estudio de la dindmica del virus de la hepati-
tis C (VHC), con el modelo de la dindmica viral con alanina aminotransferasa
(ALT). En términos del pardmetro umbral que es el mismo para ambos mode-
los, se determina la existencia y estabilidad del estado de equilibrio endémico,
asi como la estabilidad global del estado de equilibrio del individuo sano. Por
otro lado, se presenta un estudio experimental que muestra que es posible
monitorear el dano hepético sin biopsias, mediante la estimacién numérica de
los parameteros de los modelos, considerando solamente mediciones de la car-
ga viral, de los niveles de ALT y una valoracién razonable del dafio hepdtico
pretratamiento.
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Dindmica del VHC con carga viral y ALT y monitoreo del dafio hepatico sin biopsias

Abstract

The standard model of three populations (healthy and unhealthy hepatocytes,
and viral load) for the study of the dynamics of hepatitis C virus (HCV), is
compared with viral dynamic model with alanine aminotransferase (ALT). In
terms of the threshold parameter that it’s the same for both models, the ex-
istence and local asymptotic stability of the endemically infected equilibrium
steady state, and the global stability of the healthy individual equilibrium
steady state are established. Furthermore, an experimental study is presented
showing that it’s possible to carry out the monitoring of hepatic damage biop-
sies free by numerical parameter estimation, considering only viral load and
ALT levels measurements and a reasonable assessment of pretreatment hepatic
damage.

Key words: hepatitis C, viral load, hepatic damage, biopsies, parameters,

threshold parameter.

1 Introduccion

La infeccién por el Virus de la Hepatitis C (VHC) representa un problema de
salud publica con fuertes repercusiones clinicas y econémicas, y que produce
infeccién aguda y de tipo crénico. Del 20 al 30 % de las personas infectadas
por el VHC desarrollan cirrocis, y un porcentaje mucho menor desarrolla
cancer de higado [[l]. El periodo de incubacién del VHC tiene una media de
50 dias con un rango de 20 a 150 dias y su cuadro clinico es insidioso [].
El tiempo promedio de evolucién, clinicamente significativo, es de 10 a 20
afios [ff]. La presentacién clinica de la hepatitis crénica por VHC depende del
sistema inmune del hospedero y la fuente y duracién de la infecciéon. En etapas
avanzadas de la evolucion se presentan sangrado de varices esofagicas, ascitis,
cuogulopatia y encefalopatia, entre otras. Los mecanismos de persistencia y
replicacién del VHC a nivel celular no estdn atn bien caracterizados [P]. Y
como este virus presenta un alto grado de mutaciones que dan origen a va-
riantes inmunolégicamente diferentes con gran rapidez, escapan con facilidad a
un control inmunolégico efectivo, la infeccién se vuelve crénica en la mayoria
de los casos y la elevada mutagenicidad ha impedido el desarrollo de una
vacuna eficaz. Actualmente los tratamientos aprobados por la Food Drug
Administration (FDA]), para la hepatitis C crénica son los interferones a—2a
6 a — 2b (INF) pegylados, méas ribavirina. En Neumann et al (1998) [f], se
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presenta un estudio sobre la eficacia del INF. También, se ha reportado que el
tratamiento con INF y ribavirina es significativamente mas efectivo que aquel
en que sélo se aplica INF [H].

Una biopsia de higado es un procedimiento que utiliza una pequena can-
tidad de tejido hepdético, que examinando sus células con la ayuda del mi-
croscopio es posible realizar una evaluacién del grado del dano hepatico (in-
flamacién, cicatrizacion, lesiones o cirrosis). Esta es la mejor herramienta de
que se dispone para diagnosticar la evolucién de la enfermedad hepéatica [f].
La biopsia de higado se utiliza comtinmente cuando el enfermo se encuentra
desde la fase inicial a media de la enfermedad, pues en otro caso, aumentan
los riesgos. En estas circunstancias, alternativamente, se puede realizar una
biopsia laparoscépica o intravenosa. Actualmente, a la biopsia ya no se le da
tanta importancia como antes, en cuanto a su utilidad, a pesar de ser el mejor
recurso de que se dispone para evaluar el dano hepatico, debido a las razones
siguientes: Representatividad del tejido: por ser sélo una muestra de tejido
de 2 mm de didmetro y de a lo mas 2 cm de largo, que se toma “a ciegas”
y sin una visién directa como lo permite un endoscopio. Reproducibilidad de
los hallazgos: los hallazgos descritos por un patélogo pueden (y en los hechos
ocurre casi como regla) diferir en menor o mayor grado de los identificados
por otro patélogo. La utilidad de la biopsia: se considera que sirve: a) para
clasificar al paciente en cuanto a la gravedad de su padecimiento; y b) pa-
ra separar a los pacientes con cirrosis de los que todavia no la tienen; cosa
que parece bastante ttil, en principio. En contraste, se debe mencionar que
hay otra forma de clasificacién de los pacientes con insuficiencia hepética,
llamada Child, que no requiere de efectuar biopsia alguna y que es empleada
ampliamente por los gastroenterélogos. Esta clasificacion permite saber quién
tiene muy escasa reserva hepética, y con ello saber que un paciente es casi
seguramente cirrético.

La determinacién de la carga viral, recurso bastante nuevo, permite cono-
cer la intensidad de la infeccién. Por consiguiente, ahora el objetivo central
del tratamiento es conseguir negativizar la carga viral o al menos disminuirla
significativamente. A lo anterior, hay que agregar un posible riesgo a compli-
caciones que puede acarrear la biopsia (bajo por cierto, pero inconveniente
al fin) también hay que resaltar el temor, el dolor y el periodo de reposo
(incapacidad del paciente) como aspectos negativos de ésta.
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El presente trabajo tiene tres objetivos: el primero consiste en el desarrollo
del andlisis cualitativo del modelo de la dindmica viral con ALT obteniendo
similares resultados que con el modelo reducido; el segundo consiste en mos-
trar experimentalmente que la ecuacién adicional para las enzimas ALT, no
influye significativamente en la estimacion de los parametros involucrados pa-
ra determinar el pardmetro umbral; y el tercero consiste en mostrar que es
posible el monitoreo de la evolucion de la carga viral y del dafio hepatico, esto
ultimo sin la necesidad de biopsias y sin presentar ninguno de los inconvenien-
tes antes referidos, siendo esto posible mediante la estimacién numérica de los
parametros, considerando solamente un nimero aceptable de mediciones de
la carga viral y ALT, y la propuesta de razonables Condiciones Iniciales que
bien puede proporcionar la clinica.

2 Modelo reducido

El modelo reducido para la dindmica del virus de la hepatitis C analizado por
Alavez-Ramirez et al (2005) [fl], viene dado por:

Hs = ﬁs - /’LSHS - kHsV
H, = kH,\V — p.H, (1)
‘} = pHe—pyV.

donde Hg(t) es la poblacién de hepatocitos sanos en el higado en el tiempo ¢
(células/mm3). Se supone que se generan a una tasa constante 3, y mueren con
tasa per cépita us. He(t) es la poblacién de hepatocitos enfermos en el higado
en el tiempo t (células/mm3). Se supone que los hepatocitos se enferman
con una tasa proporcional al producto del niimero de hepatocitos sanos H
por la carga viral V, con constante de proporcionalidad k, donde V (¢) es la
carga viral del VHC en el tiempo ¢, que se mide en Unidades Internacionales
por mililitro de sangre (UI/mL) o en copias/mL. Se supone que los VHC
se producen dentro de un hepatocito enfermo a una razén de p viriones por
hepatocito enfermo por dia, y mueren con una tasa de mortalidad per cépita
wy - Y dado que los hepatocitos enfermos mueren a causa de la replicacion del
VHC en su interior, se supondra que mueren con una tasa de mortalidad per

capita fle, fte > ps-

‘128 Ingenieria y Ciencia, volumen 2, nimero 4



Justino Alavez Ramirez, Jesis Léopez Estrada y Gustavo Reyes Teran

Una primera cosa por resaltar es que el dominio de definicién del sistema
() con sentido biolégico es el conjunto positivo

RY ={(H,,H.,V)T €eR*: H, >0, H. >0, V>0}.

Aunque en realidad se demuestra que si e > s, entonces la dindmica de este
sistema estd restringida al subconjunto invariante positivo €2 C Ri

0<H,<Hpy, 0<H.<Hy

O = H. H T R3 = s X ) ~ e > 5

{( o He, V)" € + Hs+H.<Hpy, y 0SSV <Vy ’

donde Hyy = Bs/1s v Var = (p/pv) Har. Aqui, Hyy es el tamano promedio de
la poblacién de hepatocitos sanos en un mm? de higado de un individuo sano,
y Vi es la cantidad méxima de viriones que todos los hepatocitos pueden
producir durante toda su vida media, es decir, la carga viral maxima que
puede soportar un individuo. Que ) sea invariante positivo quiere decir que
toda trayectoria solucién del sistema ([]) con Condiciones Iniciales en €2, vive
para siempre en {2, para todo t > 0.

El parametro umbral del modelo esta dado por

kpfs
Ry = 1284

= , 2
Hells by ( )

que es el mismo que se introduce en Avendaiio et al (2002) [f.

Los resultados centrales presentados en Alavez-Ramirez et al (2005) [f],
cuando e > s son:

a. Si Ry < 1 entonces el sistema ([]) tiene un solo estado de equilibrio ad-
misible, el trivial Iy = (Bs/us, 0, O)T, el cual es globalmente asintética-
mente estable. Lo que dice que sin importar la intensidad de la infeccién
(es decir, salvo que el valor de Vjy < Vi), el individuo infectado, even-
tualmente, siempre se cura.

b. Si Ry > 1 entonces el sistema ([l]) tiene dos estados de equilibrio admisi-
bles:

i. El trivial Iy = (8s/ s ,O,O)T, que es ahora inestable, y
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/88 /88 R 1 ,Ufs R 1 T t,
MSRO’MeRO( 0 — ),?( o—1)] ,queestd en

el interior de 2 cuando pe > ps y que es localmente asintéticamente
estable y que corresponde al enfermo endémico de hepatitis C.

ii. El no trivial I1 = (

c. Se realiza un estudio experimental que muestra que es posible reali-
zar la estimacion numérica de los parametros del modelo reducido a
tres poblaciones, considerando solamente mediciones de la carga viral
y aceptables propuestas para las Condiciones Iniciales, lo que permite
describir la evolucién dindmica de la enfermedad.

3 Modelo de la dinamica viral con ALT

Los médicos evalian el nivel de concentraciéon en la sangre de algunas enzi-
mas producidas por el higado, como ALT, aspartato aminotransferasa (AST),
fosfatasa alcalina, gamma glutamil transpeptidasa (GGT), bilirrubina, entre
otras, para conocer el estado del higado de una persona. Las enzimas ALT
vy AST son sensibles indicadores de dano hepético. Algunas veces las concen-
traciones pueden ser normales a pesar de haber dafio hepético, pero por lo
general son elevadas cuando el dafio es agudo [H]. Lo anterior generé dudas en
el equipo médico que participa en el seminario donde se presentaron los resul-
tados sobre el monitoreo de la carga viral y dano hepético (Alavez-Ramirez
et al, 2005 [f]), ya que en dicho modelo no se contemplan explicitamente enzi-
mas como ALT y AST, entre otras. Con el objetivo de investigar la influencia
de las enzimas ALT en la estimacién numérica de los pardmetros del modelo
reducido, se analiza en esta seccién el modelo de la dindmica viral con ALT,
que reportan Ribeiro et al (2003) [/, y que esta dado por:

Hs = ﬁs - :usHs - kHsV

H, = kH,V — p.H. 3)
‘} = pHe - MVV
A = Ba+asHs +aeHe — puaA.

Las tres primeras ecuaciones son del modelo reducido ([[). La cuarta ecuacién
describe la dindmica del nivel de concentracién de las enzimas ALT (A) por
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litro de sangre (UI/L), bajo el supuesto que en un individuo sano son libe-
radas por los hepatocitos sanos a una tasa per capita ag, y por tejidos extra
hepéaticos a una tasa 84, y eliminadas a una tasa per cpita ua. Durante la
infeccién por el VHC, se supone que las enzimas ALT también son liberadas
por células hepéticas enfermas a una tasa per capita a.. Ribeiro et al (2003)
[§] usaron el modelo (f]) para analizar el nivel de ALT en pacientes infectados
por el VHC bajo tratamiento.

Todos los pardmetros en el modelo (fJ) son positivos. Claramente, las con-
diciones para garantizar existencia y unicidad del Problema de Valores Ini-
ciales para el sistema de ecuaciones diferenciales (f) son satisfechas, al menos
localmente. Sea

OSHSSHMuOSHeSHMa
Q=< (Hs,H. ,V,A)" €eRY| Hi+ H. < Hpy, 0<V < Vi, y
0<A< Ay

donde Hy = Bs/ps vy Ve = (p/pyv) Hyr como en el modelo reducido ([l]); y

Ay = (Ba+ (as+ae)Hpr)/pa es el nivel promedio méximo de concentracién
que pueden alcanzar las enzimas ALT en un individuo infectado por el VHC.

Lema 3.1. Si pe > ps, Q es un subconjunto de Ri tnvariante positivo del
sistema (B).

Demostracion. Hay que mostrar que el campo vectorial definido por el sistema
(B) sobre © no apunta hacia el exterior de . Es inmediato verificar que
dicho campo vectorial no apunta hacia el exterior de €) sobre sus hiperplanos
frontera H, = 0, H. = 0, V = 0y A = 0. Sobre el hiperplano frontera
V = Vi, el vector normal hacia el exterior de  es n = (0,0,1,0)7, y

=V

(HHVA>n ol — Vg

V=V V=V

= pHe_pHM:_p(HM_He) <07

por lo que el campo vectorial definido por (f]) sobre el hiperplano V = Vj,
apunta hacia el interior de 2. Similarmente se verifica que el campo vectorial
definido por (fJ) sobre los hiperplanos frontera Hy + H, = Hy; y A = A, no
apuntan hacia el exterior de 2. O
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Estados de equilibrio. En esta seccién se muestra que el sistema (B) tiene
dos posibles estados de equilibrio, uno de ellos se da en ausencia de virus que
corresponde al estado de equilibrio del individuo sano, y en el otro se presenta
una carga viral constante que corresponde al estado de equilibrio del enfermo
endémico.

Las soluciones de equilibrio del modelo () se obtienen resolviendo el sis-
tema de ecuaciones algebraicas:

= [ — psHg — kHV

= kHsV - :ueHe

= pH.—puyV

= ﬁA"i_asHs"i_aeHe _,UAA-

(4)

o O O O

Para una V* dada, de la primera y tercera ecuacién de ({) se obtienen res-
pectivamente

: Pa y  H =By (5)

Hf = 5
S ps RV p

Sustituyendo (f) en la cuarta ecuacién de (f) se tiene

1 O‘sﬂs Qe by )
A= — + + Ve, 6
PA (ﬁA ps + kV* p ©)

y sustituyendo de nuevo (ff]) en la segunda ecuacién de (ff) se obtiene
(PkBs — psprepy — kpepry V)V = 0. (7)
Si V* =0, entonces de () y ([l) se obtienen
H=Bs/ps, HZ=0 'y A"=pa/pa+ osBs/paps.
Por lo tanto

IO - (55/#5 5 07 07 5A/NA + asﬁs/MAﬂs)T (8)

es un estado de equilibrio de (J). Este estado corresponde al individuo sano
o no infectado, pues se deduce de la ausencia de carga viral y de células
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hepaticas enfermas. En consecuencia, todas las células hepdaticas son sanas,
y HY = Bs/us es el nimero promedio de células en un mm? de higado en
un individuo sano. También A* = Ba/pa + asfBs/aps es el nivel medio de
concentracién que alcanzan las enzimas ALT en un individuo sano.

Si V* > 0, entonces de ([]) resulta que

Vo=t (R 1) (9)

donde Ry = kpf3s/pepspy es el pardmetro umbral dado en ().

Claramente, V* > 0 siy sélosi Rg > 1,y V* =0 siy sélo si Ry = 1.
Sustituyendo V* dada en (§), en (f) y (), resultan

o= g L my—),
HSRO HGRO (10)
1 asBs ae s
A* = BaRy + = b b —(Ro — 1)
HA R Hs He

Asf que las coordenadas del segundo punto de equilibrio del sistema (f]) estan
dadas por (§) y ([[0), esto es

I = (H:, H, Vv*, AT (11)
es el estado de equilibrio del enfermo endémico, si y sélo si Ry > 1.

Teorema 3.1. Bajo el supuesto de que e > pis:

i. Si Ry < 1, entonces Iy dado en (E) es el unico estado de equilibrio
admisible del sistema (f) en Q.

ii. Si Ro > 1, entonces el estado de equilibrio endémico I dado en ([1)
estd en Q). Mds aun, Iy estd en el interior de ) cuando pe > fis.

Demostracion.

i. Es claro que si Ry = 1, entonces I; se reduce a Ip. Y si Ry < 1, entonces

H: — ﬂs
e Ro

de Q. Asi que Ij es el tinico estado de equilibrio de () que estd en © cuando

Ry < 1.

(Rp—1)< 0y V*= 'l;; (Ro — 1) <0, por lo que I; estaria fuera
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1. Si pte = ps, es claro que HY + H} = H)ys, y cuando pe > ps entonces
0 < ps/pe < 1,y dado que Hps = [/ 15, entonces se tiene que

1 Hs Hs 1 Hs
H'+H' =H — Ry—1)|=H l—-—)—+—| < Hy.
< e M R " HeRo( ° )} M K Me> Ry " He M

En cualquier caso, H; + H} < H)y.
Ahora, como Viy = (p/pv)H, se tiene que

Ry —1 1
=1—-——<1.
Ro Ry

Hs
= = 0 — -
Vi Loy, kp Huy
wv

En consecuencia, V* < V).
Por otro lado, dado que Ay = (B4 + (as + ae)Har)/pa, de (IQ) se sigue que

1 1 1
A = — ﬂA—F—ostM—F&ozeHM(l——)]
HA Ry e Ry
1
< —]

B Ba+asHy + acHyl = Ay
Por lo tanto, A* < Ajs. Asi que I; estd en el interior de € cuando pe > ps. O

Analisis de estabilidad de los estados de equilibrio. En esta seccién
se estudia la estabilidad en los estados de equilibrio del individuo sano y
del enfermo endémico. La matriz jacobiana J(Hj, H,,V, A) del sistema (f)
estd dada por

—us—kV 0 —kH, 0
KV —pe kHy 0
0 D —pv 0

g Qe 0 — A

Luego, la estabilidad local en el punto de equilibrio Iy dado en (), estd de-
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terminada por los autovalores de la matriz

—us 0 —k@ 0
s
J(1y) = 0 —pe k% 0
0 D —pv 0
Qg Qe 0 — A

Es directo ver que —us y —p4 son autovalores de J(Iy), los otros dos son
raices de

N4 (e + pv) A+ prepy (1 — Rg) = 0. (12)

Asi que estos autovalores de J(Iy) tienen parte real negativa si y sélo si los
coeficientes de ([[J) son positivos, y esto ocurre si y sélo si Ry < 1. Por lo tanto,
Iy es local y asintéticamente estable si Ry < 1. Se ha probado el siguiente:

Lema 3.2. Si p. > ps y Ry < 1, entonces Iy dado en (B) es un estado de
equilibrio localmente asintéticamente estable del sistema (f) en Q.

Ahora se probard que si Ry < 1, entonces Iy es global y asintéticamente
estable en 2. Para ello, considérese, para el sistema (B)), la siguiente funcién
de Lyapunov U: ? — R, dada por

U(H,,H,,V,A) = pHe + p.V .
Es claro que U € CY(Q) y U(H,, H,,V,A) > 0 para todo (H,,H,,V,A)" €

Q. Y que su derivada a lo largo de las trayectorias solucién de (), en €,
estd dada por

T
. . . . e Hs
U= (VU)T <HS,H6,V,A ) = —UelbV <1—R0HM>V (13)

Puesto que Hs; < H)yy, entonces la expresién dentro del paréntesis en ([LJ)

es no negativa, si Ry < 1. Por lo tanto, U<0alo largo de las trayectorias
solucién del sistema (f) en Q. Asi que por el Teorema de La Salle [[L0], el
conjunto w-limite de toda trayectoria solucién del modelo (f]) que nace en el
interior de €2, estd contenido en

Qo ={(Hs,H.,V,A)T € Q:U (H,,He,V, A) = 0}
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Lema 3.3. Toda trayectoria solucion del sistema (B) que nace en Qq, converge
asintoticamente al estado de equilibrio no infectado 1.

Demostracién. Por ([[J) el conjunto y queda caracterizado por las ecuacio-
nes:

V=0 si Ry<l1 o H,=Hy; si Ry=1.

En el primer caso, el sistema () se reduce a

Hy=Bs —psHy, He= —p.H,, v: 0 vy
A= Ba+asHs +acHe — piaA.

Y en el segundo caso, el sistema (B]) se reduce a

He=0, H=0, V=-uyV v A =pa+asHy—usA.

En ambos casos, es claro que sus soluciones convergen asintéticamente al
estado de equilibrio no infectado Ij. O

Resumiendo, se ha probado el siguiente:

Teorema 3.2. Si pe > us y Ry < 1, entonces Iy dado en (§) es un estado

de equilibrio globalmente asintdticamente estable del sistema () en Q.

Estabilidad del estado endémico. Para el estado de equilibrio no trivial
I dado en ([1), la matriz jacobiana resulta ser

ks
— s R, 0o - 0
a 0 NSRO
ks
J(Ih) = s(Ro—1) —pe —— 0
(11) ps (Bo—1) —p R
0 D —py 0
Qg Qe 0 — A

De nuevo —p 4 es un autovalor de J(1I7), los otros tres son raices del polinomio

p(A) = A + (a+ b)A% + abA + ¢,
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donde
a=pusRo>0, b=pe+py >0y c=pepspv(Ro—1). (14)

Las condiciones necesarias y suficientes del Teorema de Routh-Hurwitz, para
que las raices del polinomio p(\) tengan parte real negativa son

Ay =det(a+b)=a+b>0, Ag—det< a—é—b alb)—(a—l—b)ab—c>0
y
a+b 1 0
Asz = det c ab a+b | =cAy>0.
0 0 c

De ([(4) se observa que ¢ > 0 si Ry > 1. Por lo que sélo resta verificar que
Ao > 0. En efecto, se tiene que

(a+blab—c = (usRo+ pe + pv) psRo (fte + pv) — pepisptv (Ro — 1)
= (usRo + pe) (pe + pv) psRo + pspid-Ro + prepisppy > 0.

Asi, se ha establecido el siguiente:

Teorema 3.3. Si pe > ps y Ry > 1, entonces I dado en ([]) es un estado de
equilibrio localmente asintéticamente estable del sistema () en Q, e Iy dado
en (§) es un estado de equilibrio inestable (hiperbdlico).

4 Estimacion numérica de parametros

En esta seccion se realiza un estudio comparativo del modelo reducido de tres
poblaciones dado en (f]), con el modelo de la dindmica viral con ALT dado
en (E), mediante la estimaciéon numérica de los parametros correspondientes.
Los experimentos numéricos se realizaron usando el tool DIFFPAR escrito
en Matlab [f], para la estimacién de los pardmetros: k, pie, p, pv, Ba, s,
Qe, J4A, la carga viral inicial V{y y el nivel de concentracién inicial Ay de las
enzimas ALT. Por consiguiente, también la estimacién del parametro umbral
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Ry por cada modelo. Para ello, se generaron datos con el modelo (fJ) con un
ruido del 10% en los valores numéricos obtenidos para la carga viral y en
el nivel de ALT, sobre un lapso de tiempo de 0 a 30 dias. Se consideré una
poblacién promedio Hy; = 5000 células/mm3, con una poblacién inicial de
células hepéaticas sanas Hyy = 4300 células/mm?, y una poblacién inicial de
células hepéticas enfermas H.o = 700 células/mm?>. Dado que en condiciones
normales una célula hepética sana vive entre siete y ocho meses, se deduce
que la tasa per cépita uf = 3,08 x 1073 dfa~!. A continuacién se reportan dos
casos: cuando tedricamente hay cura y cuando no la hay.

Caso cuando tedricamente hay cura. Los valores de los pardametros para
generar datos con un ruido del 10 % se dan en la tabla ([]). Los valores de k*
y p* se dedujeron de (), y los demds en las referencias que se indican. Las
Condiciones Iniciales usadas fueron z; = (4 300, 700, 600, 8,5 x 10_5)T, B]
v [H]. En este caso, Ry = 0,36756 . Los datos generados se muestran en la 22
y 3% columna de la tabla (f).

Tabla 1: Pardmetros usados para generar datos en el caso en que hay cura

Bt = 15,4 células/mm?® x dia |t = 5,83 dia™' (B v §)

k* =1,2 x 1075 uL/UI x dia | 8% = 2,4 x 1075 UI/uL x dia [§

pi = 3,08 x 1073 dia™! af = 2,0 x 1078 Ul/células x dia [§]

pr=0,14 dia ' (f y B) | =21 x 108 Ul/células x dia [§]

p* =50 Ul/células x dfa | u% = 2,75 dia™!

Los pesos usados en el proceso de optimizacién se calcularon como:

w; =1/V2 si Vi>\Ju (15)
w;=0  si V;<\a

para la carga viral V;, respectivamente para el nivel de ALT A;, u es la unidad
de redondeo de la Aritmética de Punto Flotante usada. Los puntos del espacio
de pardmetros se denotan por 0 = (8s, k, s, fle, P, y) € Ri para el modelo

(), y para el modelo (B) por 8 = (Bs, k, fis, e, p, v, Bas s, e, pra) € R
Usando el tool DIFFPAR con los datos de la 2* y 3* columna de la tabla (f),
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Tabla 2: Datos generados con el modelo de la dindmica viral con ALT ()

Tiempo | Carga Viral| Nivel de ALT |Carga Viral| Nivel de ALT
o | oy | oy | oy | )

Caso en que hay cura Caso endémico

0 hrs. | 599,21655 |[8,8011935 x 10~°| 1268,2680 [1,4616532 x 104
2 hrs. | 605,70219 19,7871072 x 10=°| 1024,3797 |1,4863843 x 10~*
4 hrs. | 619,68974 [7,3913494 x 1075 1379,1295 |1,4885679 x 10~4
8 hrs. | 554,47836 |6,1249664 x 107°| 1329,4968 |[1,4237364 x 104
16 hrs. | 616,67838 |3,7836110 x 10~°| 1114,2368 [1,5215289 x 10~*
24 hrs. | 554,35714 [5,1511736 x 1075 1313,1741 |1,7070988 x 10~*
2 dias | 566,47558 |4,8713162 x 1072 | 1395,1833 |1,6089547 x 10~4
3 dias | 489,77345 |3,9469354 x 1075 | 1287,3218 | 1,7588720 x 10~*
4 dfas | 417,30404 |4,7739955 x 107°| 1606,7851 |1,7122429 x 10+
6 dias | 287,47314 |3,6140239 x 10~°| 1561,2633 |1,5852432 x 10~4
8 dias | 251,30972 |4,0274264 x 1075 | 1423,9615 |1,5165183 x 10~*
10 dfas | 239,31993 |3,4791499 x 107> | 1434,2589 |[1,6143830 x 10~4
14 dias | 166,82857 |4,1364990 x 10> | 1517,3709 | 1,6076632 x 10~*
18 dfas | 114,72336 |3,5187709 x 10> | 1217,8759 |[1,2623646 x 10~*
22 dias | 74,862929 [3,6187966 x 10~°| 1001,9940 |[1,3094972 x 104
26 dias | 47,657901 |[4,2602004 x 10~°| 1004,0056 [1,1210016 x 10~4
30 dias | 31,829646 |3,8977087 x 1075 | 749,43799 |1,1663992 x 10~

se estimaron los valores de los pardmetros que se muestran en la tabla (f).
El punto de inicio para la optimizacién con el modelo reducido ([ll) fue 6y =

(15,4, 4,0 x 1075, 3,08 x 1073, 0,18, 3, 7)" junto con la Condicién Inicial
Yo = (4300, 700, 850)7. Y con el modelo de la dindmica viral con ALT (f]) fue
Bo = (15,4, 6,0 x 1075, 3,08 x 1073, 0,3, 6, 6,6,0 x 1075, 8,0 x 1078, 8,5 x
1078, 5)7 con 2 = (4300, 700, 850, 4,0 x 107°)T". Los resultados graficos
generados con el modelo (f]) se muestran en la figura ([).

Los intervalos de confianza al 95% de los pardmetros estimados con el
modelo reducido (fl) resultan razonablemente buenos: k = 1,6307 x 1075 43 x
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Tabla 3: Comparacién del modelo reducido con el modelo de la dindmica viral con
ALT, en el caso en que hay cura. V. Est™" son los valores de los pardmetros estimados
con el modelo reducido (%), y V.EstALT los valores estimados con el modelo de la

dindmica viral con ALT (§)
Param. V. Est™" Error V. EstALT Error

k 1,6307 x 1075 35,89 % || 8,6936 x 1076 |27,55 %
Lbe 0,15470 10,50 % 0,12907 7,81 %
p 4,0459 19,08 % 5,0867 1,73%
wy 4,7666 18,24 % 5,9268 1,66 %
Ro 0,44736 21,711 % 0,28904 21,36 %
Vo 605,92 0,99 % 603,98 0,66 %
Ao - - 9,8024 x 107° 115,32 %

1072, pre = 0,15470 3 x 107, p = 4,0459 & 1,7638 y py = 4,7666 + 2,0368 ;
y para los mismos pardmetros pero estimados con el modelo (f) resultan:
k=8,6936x10"5+6,9%x107?, yt, = 0,12907+6 x 1075, p = 5,0867 40,6646 y
wy = 5,9268 +0,7627. A pesar de que la estimacién de los demés pardmetros
relacionados con las enzimas ALT son buenos, los intervalos de confianza de
dichas estimaciones tienen extremos negativos, el cual contradice el hecho de
que todos los parametros involucrados son positivos.

Caso en que tedricamente no hay cura. En este caso, se usaron los
valores: k* = 2,8 x 107° pL/UI x dfa, p* = 10,0 Ul/células x dia, Wy =
0,65 dia=!, y los demds pardmetros como en la tabla (fll), con Condicién
Inicial 2§ = (4300, 700, 1200, 1,5 X 10*4)T (Bl v [H]), para generar los
datos que se dan en la 4% y 5% columna de la tabla (f). Note que Ry =
1,7153 . Los pesos usados en el proceso de optimizacién se calcularon tam-
bién como en ([[§). Usando el tool DIFFPAR con los datos de la 4* y 5%
columna de la tabla (f]), se estimaron los valores de los pardmetros que se
dan en la tabla (). El punto de inicio para la optimizacién con el mode-

lo reducido (f]) fue 6y = (15,4, 6,0 x 107, 3,08 x 107%, 0,5, 12,0, 4,0)T, con
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Figura 1: Decrecimiento de: (a) hepatocitos enfermos (dano hepético), y (b) carga
viral del VHC. Datos y dindmica de: (c) carga viral del VHC, y (d) nivel de ALT.
Dindmica exacta (—) y estimada (---). Caso en que hay cura

Yo = (4300, 700, 2000)T. Y con el modelo de la dindmica viral con ALT
(B fue By = (15,4, 6,0 x 1072, 3,08 x 1073, 0,5, 15,0, 10,0, 8,5 x 1072, 8,0 x
1077, 8,5 x 1077, 1,0)T, con 2y = (4300, 700, 2000, 4,0 x 1075)T". Los re-
sultados graficos generados con el modelo (f]) se muestran en la figura (f).

Ahora los intervalos de confianza al 95 % de los parametros estimados con
el modelo ([l) resultaron: k = 2,3283 x 107> £ 1072, u, = 0,13574 4+ 1077,
p = 6,4054 + 2,08 x 1072 y puy = 3,5962 & 1,18 x 1072; y con el modelo
(B) resultaron: k& = 2,3315 x 107° 2 x 107, p, = 0,13579 £ 2 x 1075,
p=6,3934 43,76 x 1072 y py = 3,5908 £ 2,12 x 1072, También en este caso,
la estimacién de los demds pardametros relacionados con las enzimas ALT
son buenos, sin embargo, los intervalos de confianza de dichas estimaciones
también resultaron muy grandes y con extremos negativos.
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Tabla 4: Comparacién del modelo reducido con el modelo de la dindmica viral con
ALT, en el caso endémico. V. Est™" son los valores de los pardmetros estimados con
el modelo reducido (ﬂ), y V.EstALT son los valores estimados con el modelo de la
dindmica viral con ALT (f)

Param. V. Est™" Error V. EstALT Error
k 2,3283 x 107° 16,85 % | 2,3315 x 107> | 16,73 %
Lbe 0,13574 3,04 % 0,13579 3,01 %
p 6,4054 35,95 % 6,3934 36,07 %
wy 3,5962 38,32 % 3,5908 38,41 %
Ro 1,5276 10,94 % 1,52854 10,89 %
Vo 1309,5 9,12 % 1309,6 9,13%
Ao - - 1,4302 x 1074 4,65 %

5 Conclusiones

La descripcién en términos cualitativos de la dindmica de la hepatitis C que
proporciona el modelo de la dindmica viral con ALT (f]), es esencialmente la
misma que la proporcionada por el modelo reducido (f) (Secciones J y B).
La precisién de los pardmetros k, pe, p y py estimados por el modelo (f)
son relativamente mejores que los estimados por el modelo reducido ([) en el
caso en que hay cura (tabla f]), pero en el caso endémico son practicamente
las mismas (tabla ). En ambos casos, se obtiene la misma precisién para el
parametro umbral Ry. Asi que contemplar la ecuacién adicional que describe
la dindmica del nivel de concentracién de las enzimas ALT, no influye signifi-
cativamente en la estimacién de los parametros involucrados para determinar
el pardmetro umbral, ni mejora la estimaciéon de dicho parametro umbral. En
el caso en que hay cura, las evoluciones tedricas y estimadas de los hepatocitos
enfermos y de la carga viral del VHC no hay diferencias, y ambos desaparecen
ripidamente en menos de dos meses (figuras [[(a) y fl(b)). En el caso endémico,
la evolucién tedrica y estimada de los hepatocitos enfermos (dafio hepético)
tienden asintéticamente a un nivel constante de 45,87 y 39,22 células/mm3
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células / mm® x 10° ul/mL

0 500 1000 1500 (o) 500 1000 1500
(a) dias (b) dias
X 10° ul/ mL ul/L

(c) dias (d) dias

Figura 2: Evolucién de: (a) hepatocitos enfermos (dano hepdtico), y (b) carga viral
del VHC. Datos y dindmica de: (c) carga viral del VHC, y (d) nivel de ALT. Dindmica
exacta (—) y estimada (---). Caso endémico

respectivamente (figura fi(a)). La evolucién tedrica y estimada de la carga viral
del VHC tienden asintéticamente a 78679 y 69 823 Ul/mL respectivamente
(figura (b)), lo que significa que la enfermedad se vuelve crénica. Finalmente,
el ajuste tedrico y estimado con los datos son buenos en ambos casos, tanto
para la carga viral del VHC como para el nivel del ALT (figuras l(c), fl(d),
Bc) v B(d)).

La principal conclusiéon de la presente investigacién es que es posible mo-
nitorear dos de las variables (carga viral y dafo hepético) més relevantes de
la dindmica de hepatitis C, si se dispone de solamente un niimero razonable
de mediciones de la carga viral y ALT (17 para cada variable en este ca-
s0), y la propuesta de Condiciones Iniciales pretratamiento del dano hepético
(propuesta donde la clinica juega un papel central), sin necesidad de efectuar
biopsia alguna.
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