Ingenieria y Ciencia

ISSN:1794-9165 | ISSN-e: 2256-4314

ing. cienc., vol. 14, no. 28, pp. 6992 julio-diciembre. 2018.
http://www.eafit.edu.co/ingciencia

This article is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 by

Estimacion de los pardmetros de dos
modelos para la dinamica del dengue y su
vector en Cali, Colombia

J.H Arias!, H.J Martinez2, L.S Sepulveda3y
O. Vasilieva 4

Recepcion: 26-04-2018 | Aceptacion: 22-08-2018 | En linea: 23-11-2018
MSC: 92B15, 62J05, 62P10, 93A30

doi:10.17230/ingciencia.14.28.3

Resumen

El dengue es una infeccion viral transmitida por la hembra del mosquito
Aedes aegypti que se presenta en todas las regiones tropicales y subtro-
picales del planeta. En Cali, Colombia, a pesar de los controles que las
autoridades de salud dicen estar haciendo, durante el afio 2013, se reporta-
ron méas de 9.000 casos de dengue, de los cuales algunos han sido graves y
otros han llegado a ser letales. Para la transmision del virus del dengue, los
modelos mateméticos que simulan la dinamica de la poblacién infectada,
bien sea de humanos, de mosquitos o de ambos, permiten una buena com-
prension de la dinamica del virus, por lo que son una excelente herramienta
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para el seguimiento y control de la enfermedad causada por ellos. Sin em-
bargo, para que esta herramienta sea realmente 1til en casos concretos, los
modelos deben ser ajustados a las caracteristicas particulares de la region
donde se quieren utilizar. En este articulo, queremos presentar el ajuste de
dos modelos matematicos al area urbana de la ciudad de Cali, Colombia.
Inicialmente, con base en el comportamiento natural del mosquito Aedes
aegypti en una regiéon como el area de interés, estimamos algunos de los
parametros de los modelos, teniendo en cuenta la literatura existente so-
bre este tema. Posteriormente, estimamos el resto de pardmetros como la
solucién de minimos cuadrados que mejor ajusta los resultados de los mo-
delos a los datos de los casos reportados de dengue, segin la Secretaria
Municipal de Salud de Cali, durante el afio 2010.

Palabras clave: Aedes aegypti; dengue; modelos matematicos; dinamica
poblacional; estimacion de parametros.

Parameter Estimation of Two Mathematical
Models for the Dynamics of Dengue and its
Vector in Cali, Colombia

Abstract

Dengue is a viral infection transmitted by the female Aedes aegypti mosquito
that lives in all tropical and subtropical regions of the planet. In Cali,
Colombia, despite the controls that health officials say they are doing, this
year, there have been more than 9,000 cases of dengue, of which some
have been serious and others have become lethal. For the case of dengue
virus transmission, mathematical models to simulate the dynamics of the
infected population, either human or mosquito or both, allow a good un-
derstanding of the dynamics of the virus, so they are a good tool for moni-
toring and controlling the disease. However, for this tool to be really useful
in a specific case, the models must be tailored to the particular character-
istics of the region where you want to use them. In this paper, we present
the fitting of two mathematical models to the urban area of Cali, Colom-
bia. Initially, based on the natural behavior of the Aedes aegypti mosquito
in a region as the area of interest, we estimate some of the parameters
of the models, taking into account the existing literature on this topic.
Subsequently, we estimate the others parameters as the (non-linear) least
squares solution that best fits the output of the models to the data of re-
ported cases of dengue, according to the Municipal Secretary of Cali, in
2010.

Keywords: Aedes aegypti; dengue; mathematical models; population
dynamics; parameter estimation.
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1 Introduccion

El dengue es una infeccion viral transmitida, principalmente, por la hem-
bra del mosquito Aedes aegypti que habita en todas las regiones tropicales
y subtropicales del planeta. En Cali, Colombia, a pesar de los controles
que las autoridades de salud dicen estar haciendo, durante el ano 2013,
se reportaron més de 9.000 casos de dengue, de los cuales algunos fueron
graves y otros llegaron a ser letales [I]. A principios de noviembre del 2015,
se reportaron mas de 18.000 casos de dengue, de los cuales 82 fueron den-
gue grave y 19 fueron letales [2]. Estas estadisticas evidencian altos niveles
epidémicos del dengue, lo cual es una amenaza a la salud publica de la re-
gién y requiere buscar politicas eficientes que integren diferentes estrategias
de control sobre la poblacién de vectores con medidas preventivas para la
poblacién humana susceptible.

Como ya dijimos al principio, el dengue no se transmite directamente
de persona a persona: para la transmisiéon de esta infeccion siempre se
requiere de la hembra del mosquito Aedes aegypti como agente transmisor.
En efecto, para empezar un brote epidémico, es necesaria la presencia de al
menos un mosquito hembra infectado o de una persona infectada en medio
de una poblacién tanto de mosquitos como de personas susceptibles de ser
infectadas. En el primer caso, el mosquito infectado, al picar una persona
sana puede transmitirle la infecciéon del dengue, la cual a su vez, al ser
picada por otros mosquitos hembra, puede infectar mas mosquitos y estos
a su vez pueden infectar mas personas. Algo similar ocurre en el segundo
caso: al ser picada por un mosquito hembra, la persona infectada puede
infectar un mosquito, el cual, al picar otra persona sana, la puede infectar
y esta a su vez infectar més mosquitos hembra.

Por otro lado, el Aedes aegypti es un mosquito urbano, ya que vive en
lugares sombreados y frescos, como el interior de las casas. Su ciclo vital
tiene dos fases (o estadios): una acuética (o inmaduro) y otra aérea (o
maduro). La hembra pone sus huevos en las paredes de los recipientes con
agua y cuando ésta alcanza la temperatura adecuada, los huevos comienzan
su desarrollo y se convierten en larvas. Luego, las larvas pasan al estado
de pupas y éstas finalmente se transforman en mosquitos adultos. En la
Figura [I] se observa el ciclo de vida del Aedes aegypti. Todo este proceso
tiene variaciones de tiempo y de eficiencia dependiendo de la temperatura
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del medio ambiente [3],[4],[5],[6],7],[8], 1o cual aprovecharemos para estimar
algunos parametros entomologicos de este mosquito en la ciudad de Cali.

Ginee Mikel, www.scientificitlustator. com

Figura 1: Ciclo de vida del Aedes aegypti'

Con base en estas caracteristicas, es posible construir modelos mate-
maticos para analizar cualitativa y cuantitativamente las poblaciones de
mosquitos hembra total, y de mosquitos y personas infectadas, lo cual per-
miten una buena comprension de la dindmica del virus, por lo que son una
herramienta para el seguimiento y control de la enfermedad. Sin embar-
go, para que esta herramienta sea realmente 1til en casos concretos, los
modelos deben ser ajustados a las caracteristicas particulares de la region
donde se quieren utilizar, lo cual se logra hallando los valores especificos
de los parametros de los modelos, tarea que se conoce con el nombre de
estimacién de parametros.

En este trabajo, para el estudio de las poblaciones de personas y mos-
quitos infectados y la de mosquitos en la ciudad de Cali, consideramos dos
modelos. El primero es una modificacién del modelo depredador-presa pro-
puesto en [9] y estudia la dinamica de la poblacién de mosquitos hembra
en presencia de un depredador de su fase acuatica. El segundo es una ver-
sion adaptada del modelo Ross-Macdonald [10] y estudia la dindmica de
las poblaciones de mosquitos y personas infectadas.

Dada la dificultad para obtener los datos entomologicos de los mosqui-

'Esta figura se incluye con el permiso de su autora Gina Mikel©,
propietaria de la coleccion de la pagina http://scientificillustrator.com/;
Titulo de la figura:  Mosquito life cycle, creada en 2006; URL:
http://www.scientificillustrator.com/illustration /insect /mosquito-life-cycle.html;
Visualizada en septiembre, 2018.
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tos Aedes aegypti en la ciudad de Cali, para el primer modelo, estimamos
los parametros usando los datos hallados en [6],[7] mediante experimentos
controlados sobre el ciclo vital de este mosquito para determinar su rela-
ci6én cuantitativa con la temperatura del medio ambiente. Para el segundo
modelo, estimamos sus pardmetros como la aproximaciéon de minimos cua-
drados que se obtiene al tratar de ajustar los resultados del modelo a los
datos epidemiolédgicos del dengue reportados por la Secretaria de Salud
Municipal de Cali (SSMC) durante el 2.010.

El objetivo de este articulo es la estimacion, para la ciudad de Cali, de
los parametros tanto entomoldgicos del mosquito Aedes aegypti como los
epidemiologicos del dengue involucrados en el par de modelos mencionados.
En la Seccion [2| describimos el modelo depredador-presa y en la Seccion [3]
presentamos la estimaciéon de los parametros entomolégicos del mosquito
Aedes aegypti usando los datos dados en [6],[7]. Luego, en la Seccion
describimos el modelo de Ross-Macdonald adaptado para el analisis de las
poblaciones de humanos y mosquitos infectados por el virus del dengue y, en
la Seccién b, presentamos la estimacion de los parametros epidemiologicos
del dengue en Cali usando la solucién de minimos cuadrados en el ajuste
de los resultados del modelo y los casos reportados de dengue en la ciudad
de Cali segun la SSMC. Conviene notar que el estudio de la estabilidad de
ambos modelos y la sensibilidad de sus pardmetros estan presentados en
[11],[12]. En el Apéndice, hacemos un analisis comparativo de los polino-
mios determinados en [6],[7], y los calculados y usados en la Seccion |3| para
estimar los pardmetros entomoldgicos del mosquito para la ciudad de Cali.
Finalmente, presentamos la bibliografia utilizada en el desarrollo de este
trabajo.

2 Modelo depredador-presa

Siguiendo la formulaciéon planteada en [9], consideramos un modelo donde
dividimos el ciclo de vida del vector Aedes aegypti en dos estadios: inma-
duro, conformado por huevos, larvas y pupas, y maduro, conformado por
el mosquito adulto; ademaés, en esta dinamica poblacional, consideramos la
influencia de un depredador biologico para el estadio inmaduro del mosqui-
to.
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Maés precisamente, suponemos que el crecimiento del estadio inmaduro
(huevos, larvas y pupas) esta dado por la capacidad de carga remanente

<1 — %), la tasa de ovoposicion de los mosquitos hembra adultos (¢), el
nimero de estadios maduros del mosquito hembra (m,) y, a diferencia de
[9], la fraccion de huevos que eclosionan (k). El decaimiento de este estadio
esté relacionado con la proporciéon de aquellos que tienen la transicién al
estadio maduro (v), la proporcion de los que mueren de forma natural (d4)
y aquellos que son depredados (¢z), para los cuales suponemos la ley de
accion de masas. |Primera ecuacion en ] Similarmente, el crecimiento del
estadio maduro (hembras) depende de la transicién del estadio inmaduro
(vmy) v, a diferencia de [9], solo tenemos en cuenta la fraccion de hembras
(f), y su decaimiento esté determinado exclusivamente por los que mueren
de forma natural (6,m). [Segunda ecuacion en (IJ)].

De otro lado, el depredador presenta un crecimiento logistico y, a di-
ferencia de [9], en este trabajo, consideramos un incremento (1my) en el
crecimiento intrinseco del depredador asociado a la interaccién con la presa,
como se plante6 en [I1]. [Tercera ecuacion en (I)].

En resumen, tenemos el siguiente modelo (Ver analisis clasico del mo-
delo en [I1])

d
e ekmg (1 - mq) — (v + g + px)my,

dt K,

dmyg
dt = fqu _5ama7 (1)
dx T

G = orome (1o ),

con condiciones iniciales m,(0) = Mgy, Ma(0) = mag, ©(0) = xo, donde
(mgg, Mao) 7 (0,0) y las variables son:

mg : nimero promedio de estadios inmaduros del mosquito,
mg . namero promedio de estadios maduros del mosquito hembra,
x : ndmero promedio de depredadores de estadios inmaduros,

y los parametros estdn dados por:
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tasa de ovoposicion de los mosquitos hembra adultos,
tasa de transicion de los estadios inmaduros a maduros,
tasa de mortalidad natural de los estadios inmaduros,
tasa de mortalidad natural de los estadios maduros,
fraccion de huevos que eclosionan a larvas,

fraccion de mosquitos hembra en estadio inmaduro,
capacidad de carga de los estadios inmaduros del mosquito,
capacidad de carga del depredador,

tasa de incremento del depredador,

tasa de depredacion,

tasa de incremento del depredador por depredacion.

€6 A =& o

3 Estimaciéon de los parametros entomolégicos

Como el dengue es una enfermedad transmitida por el mosquito Aedes
aegypti y su incidencia estd fuertemente afectada por la temperatura y
la humedad del medio ambiente donde se desarrollan, las cuales varian
estacionalmente, en [0],[7], se realizaron experimentos sobre el ciclo de vi-
da del mosquito con control de la temperatura ambiental. Los datos asi
recolectados les permitioé establecer relaciones funcionales de los principa-
les parametros entomologicos del mosquito (tasa de ovoposicion, tasa de
transiciéon de estadios, tasa de mortalidad inmaduros, tasa de mortalidad
maduros) y la temperatura del medio ambiente donde se desarrolla el mos-
quito. Los mosquitos usados en estos experimentos fueron atrapados en
Marilia, ciudad situada a 350 Km al Noroeste de Sao Paulo, Brasil, razén
por la cual los periodos de luz-oscuridad fueron disefiados para simular el
dia y la noche de esta ciudad segtn la temperatura (bajas = invierno y
altas = verano). Se obtuvieron datos diarios del nimero de huevos, de lar-
vas, de pupas y de mosquitos para temperaturas promedio de la cAmara de
reproduccién entre 10 y 40 grados centigrados durante casi cuatro meses,
para la fertilidad (huevos) y la edad adulta (mosquitos), y seis meses, para
la fase acuética (larvas y pupas), con tres y dos observaciones para cada
temperatura, respectivamente.

Con base en los anteriores datos, se estimaron los pardametros para
cada temperatura, y luego, cada parametro se ajusté a una funciéon de la
temperatura (polinomio de grado entre 3 y 8), usando minimos cuadrados
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Tabla 1: Coeficientes de los polinomios para los parametros €, 64, 0, ¥ V.

Coefi- Tasa de Tasa de Mortalidad | Tasa de Transicion
ciente | Ovoposicién | Inmaduros | Maduros a Maduro
() (0q) (0a) (v)

bo 4.9000 0.0606 0.0362 0.0835
by 6.2430 0.0819 —0.0071 0.0456
by 0.3501 —0.0905 —0.0171 —0.0023
b3 —2.0210 —0.1019 0.0053 0.1971
by —0.6207 0.1216 0.0189 0.0242
bs —0.2228
be —0.0246
b7 0.0610
T 23.10 22.68 23.10 22.68
or 8.4675 11.3707 8.4675 11.3107

lineales, como aparece en el anexo, al final de este trabajo.

Con base en una observacion planteada en [13], sobre un posible error
en los coeficientes de los polinomios estimados en [6], especialmente para
el polinomio correspondiente a la tasa de transicién a maduro, usando las
Tablas 4, 5, 8 y 10 del Apéndice de [0], para cada parametro (tasa de
mortalidad maduros, tasa de oviposicién, tasa de mortalidad inmaduros y
tasa de transicion a maduro), se calcul6 el polinomio de grado m, centrado
y re-escalado de la siguiente forma

Pm(T):b0+bl<T_T>+---+bm<T_T)m, (2)

or ar

que minimizara el error £ dado por
N
P (T;) — ¢
EZE: m( J} ¢]7 (3)
— 0
7=1

donde m es el grado del polinomio determinado en [6], Ty or son el
promedio y la desviacién estdndar de las temperaturas usadas para las
medidas del pardmetro, N es el numero de observaciones (temperaturas)
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hechas para el parametro, ¢; es el parametro estimado para la temperatura
J vy oj es la desviacion estdndar correspondiente. Los coeficientes b;, los
promedios Ty las desviaciéon estandar op de estos polinomios estan dados
en la Tabla

Tabla 2: Temperaturas medias para Cali dadas por el IDEAM en el ano 2010.

Temperatura
Sitio Media Minima ‘ Media ‘ Media Maxima
Universidad del Valle 19.0°C 23.9°C 29.8°C
Aeropuerto A.B.A. 18.7°C 23.5°C 29.6°C
Base Aérea M.F.S. — 24.6°C —

Para hacer el ajuste de los parametros entomologicos del mosquito Ae-
des aegypti para Cali, consideramos las temperaturas media, media minima
y media méxima registradas por el Instituto de Hidrologia, Meteorologia
y Estudios Ambientales (IDEAM) para la ciudad de Cali, en el ano 2010
[14], las cuales se miden en tres sitios de la ciudad: Universidad del Valle,
Aeropuerto Alfonso Bonilla Aragén y la Base Aérea Marco Fidel Suarez, y
aparecen en la Tabla 2]

En la Tabla |3 se presentan los valores de cada uno de los parametros
entomoldgicos del mosquito calculados usando los polinomios dados en la
Tabla[I] y para las temperaturas de Cali registradas en la Tabla

Tabla 3: Parametros entomologicos del modelo presa-depredador para Cali.

Pardmetros
Sitio Temp. | ¢ (o \ v (0,) \ g (05,) \ o (05,)
19.0°C | 2.2 0.0628 (0.0004) | 0.03 (0.01 0036 0.003

UniValle | 23.9°C | 5.5
29.8°C | 8.8

(

( 0.089 (0.001) | 0.07 (0.01) [ 0.035 (0.004

(
18.7°C | 2.0 (

(

(

(

) ( (0.01) (0.003)
) ( (0.01) (0.004)
) | 0.143 (0.003) | 0.07 (0.02) | 0.030 (0.003)
) | 0.0602 (0.0007) | 0.03 (0.01) | 0.036 (0.004)
) ( (0.01) (0.005)
) ( (0.02) (0.003)
) ( (0.01) (0.004)

Aeropuerto | 23.5°C | 5.2
29.6°C | 8.8
Base Aérea | 24.6°C | 6.0

0.087 (0.001) | 0.07 (0.01) | 0.036 (0.005
0.140 (0.003) | 0.07 (0.02) | 0.030 (0.003
0.092 (0.001) | 0.07 (0.01) | 0.034 (0.004

Segun estos resultados (Tabla , podemos decir que, en Cali,

e cada mosquito hembra pone entre 2 y 9 huevos diarios (tasa de ovo-
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posicion), siendo esta tasa creciente con la temperatura.

e del 6 al 14.3% de los estadios inmaduros pasa al estadio maduro,
diariamente (tasa de transicion), siendo esta tasa también creciente
con la temperatura.

e entre el 3y 7% de los estadios inmaduros mueren, diariamente (pe-
riodo de vida entre 14 y 34 dias). y

e entre el 3.0 al 3.6 % de los mosquitos adultos mueren en forma natural,
diariamente (periodo de vida entre 28 y 34 dias).

En la Tabla 3| también podemos observar que, para el rango de tem-
peraturas y los diferentes sitios de Cali, la variacion de la transicién del
estadio inmaduro a maduro (v), y las mortalidades de los estadios inma-
duro y maduro (04 y dq) es relativamente baja (sus valores estan entre
0.06 y 0.14, 0.03 y 0.07, y 0.030 y 0.036, respectivamente), mientras que la
ovoposicion tiene una alta variacion (sus valores estan entre 2.2 y 8.8). En
cuanto a la desviacion estandar (o), es baja para v y d,, moderada para dg
y alta para €. Lo anterior plantea, para los entomoélogos, el reto de disenar
mecanismos para estimar la tasa de ovoposicién con mayor precision.

También es interesante notar que, en Cali, mientras las temperaturas
altas favorecen (aumentan) la ovoposicion, la transicion de estadios inma-
duros a maduros y la mortalidad de estadios inmaduros, disminuyen la
mortalidad del mosquito adulto.

Para terminar esta parte, debemos anotar, primero, que los valores de
los pardmetros aqui estimados son vélidos no solo para el modelo sino
tambien para cualquier otro modelo donde tengan el mismo significado;
y segundo, que los otros dos parametros del modelo , las capacidades
de carga tanto de los estadios inmaduros como del depredador, pueden
tomarse en forma relativa la una con la otra, segin la situacién que se
desee modelar (Por ejemplo, ver Seccion 6 en [11]).

4 Modelo Ross-Macdonald

El modelo Ross-Macdonald es un modelo compartimental basado en ecua-
ciones diferenciales ordinarias, que describe las interacciones entre la po-
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blaciéon de mosquitos y humanos en la dindmica de una enfermedad de
transmision indirecta. El modelo divide cada poblacién, la de humanos y la
de mosquitos, en dos compartimientos: susceptibles e infectados, y describe
la interaccion dindmica de los infectados. Los supuestos del modelo son:

e Las poblaciones de humanos y de mosquitos se mantienen esencial-
mente invariables en el tiempo (son poblaciones cerradas).

e Las poblaciones de humanos y de mosquitos son homogéneas en cuan-
to susceptibilidad y exposicién.

e Se ignoran los tiempos de incubacién dentro de los humanos y los
mosquitos.

e Se ignora la adquisicién gradual de inmunidad en los humanos (en
Cali, circulan hasta cuatro serotipos del dengue, simultaneamente).

e Se ignora la natalidad y la mortalidad en los humanos (el horizonte
de tiempo es relativamente corto).

e Los mosquitos no se recuperan.

e No se considera muerte inducida por la enfermedad en los humanos
ni en los mosquitos.

e So6lo se infectan los susceptibles, teniendo en cuenta que los recupe-
rados pasan a ser suceptibles.

El modelo esté descrito por el siguiente sistema de ecuaciones diferen-

ciales:
d
d—:? = apmh(l —m)—dm
dh M W

con condiciones iniciales m(0) = my, h(0) = hg, donde (mo, ho) # (0,0) y
las variables son:
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m : proporcidén de mosquitos infectados
h . proporcién de humanos infectados

y los parametros son:
M

77 ¢ namero de mosquitos hembra por persona

« : numero de picadas sobre los humanos de un mosquito por dia

pn . probabilidad de infeccion de un humano susceptible al ser
picado por un mosquito infectado

Pm . probabilidad de infeccién de un mosquito susceptible al picar
un humano infectado

v : tasa ala cual los humanos se recuperan de la infeccién

d : tasa per capita de muerte de los mosquitos

En resumen, en el Modelo , suponemos que el crecimiento de los
mosquitos infectados esta dado por la proporcion (ap,) de contactos entre
humanos infectados (h) y mosquitos sanos (1 — m) y su decaimiento esta
dado por las muertes naturales de mosquitos (dm). Similarmente, el cre-
cimiento de los humanos infectados estd dado por la proporcion (aph%)
de contactos entre mosquitos infectados (m) y humanos sanos (1 — h) y su
decaimiento esta dado por la recuperacion de los humanos infectados (vh).

5 Estimacion de los parametros epidemiolégicos

Para la estimacion de los parametros 8 = (a, %, Ph, PmyY,6)1 del modelo
matematico descrito por el sistema de ecuaciones diferenciales , usamos
la solucién de minimos cuadrados que se obtiene al ajustar los humanos
infectados dados por el modelo y los datos recolectados por el Programa de
Vigilancia Epidemiolégica del Dengue de la Secretaria Municipal de Salud
de Cali, durante el brote epidémico ocurrido en el 2010.

Mas exactamente, dado y = (y;), donde y; es el dato correspondiente
al tiempo t; que se desea ajustar, los parametros los estimaremos como el
minimizador de la funcién

N

o(8) = 3 In(B) ~ ¥II? = 5 3 (i) — i)

=1

siendo 3 el vector de parametros y (m(3), h(3))? la soluciéon del sistema
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(4) para los tiempos t;, i = 1,2,..., N, cuando los parametros toman los
valores dados por el vector f3.

Matematicamente, el problema de minimos cuadrados (no lineal) que
deseamos resolver lo podemos plantear de la siguiente forma.

N[

mﬂin o(B) =

N

> (ha(B) —yi)*,

=1

s.a Z(t7ﬁ) :f(z(taﬂ)uﬂ)u te [tlytN])
Z(tlaﬁ) = Zo,
t1 <t StNai:]-u"wNa

donde z = (m,h)T, B € RS y f:R? x R® — R? esta dada por la expresion
del lado derecho que define la derivada de cada una de las variables de

estado, humanos infectados y mosquitos infectados, que describen el modelo
de Ross-Macdonald . Esto es:

apmh(l —m) —om
f(sz) = f((m,h)T,ﬁ) = ) (6)
aph%m(l —h) —~h

donde el vector de pardmetros estéa representado por 8 = («, pm, Dh, %, 5,7t

En la Figura[2, aparecen los casos nuevos de dengue reportados diaria-
mente por el Programa de Vigilancia Epidemiolégica del Dengue en Cali.
En ella, se observan varios brotes epidémicos, destacandose por su mayor
pico el de 2010. Por esta razon, para la estimacién de los pardmetros del
modelo Ross-Macdonald, escogimos los datos de este periodo, el cual co-
rresponde a los 98 dias comprendidos entre el dia 29 y el dia 126 de 2010.

Al tratar de ajustar la salida del modelo a los datos mencionados,
usando el criterio de minimos cuadrados descrito previamente, encontramos
que el estimativo de -y, la tasa de recuperacion de los humanos infectados,
oscila entre 0.083 y 0.100, lo cual corresponde a un periodo de infeccion
en los humanos entre 10 y 12 dias, pero con unos niveles de la funcion
objetivo no muy pequenos. Por esta razén, y teniendo en cuenta los datos
presentados en [I5] y [16], decidimos asumir este pardmetro como conocido
e igual a 0.100 (10 dias de enfermedad). Bajo este supuesto, convertimos
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number of cases reported

days

Figura 2: Incidencia diaria de dengue en Cali, 2001-2011 (Secretaria de Salud
Municipal)

los datos de incidencia diaria reportados por el Programa de Vigilancia
Epidemiolégica del Dengue en Cali en datos de prevalencia diaria para el
periodo escogido.

Tabla 4: Valores iniciales (fy) y rango de los parametros.

Parametro (3) ‘ Valor inicial () ‘ Rango

M/H 1 [1,10]
a 1 [0, 5]
DPm 0.5 [0, 1]
Ph 0.5 [0, 1]
5 0.035 [35 12]

Para minimizar la funcién ¢, usamos la funcion lsqcurvefit del Toolbox
de Optimizacion de MatLab de MathWorks Inc., tomando como punto
inicial, By, y usando los intervalos de bisqueda dados en la Tabla {4l los
cuales asumimos como razonables segtun [17],[18] y [19].

Como para evaluar la funcion ¢, necesitamos los valores de h(3) para los
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tiempos en el periodo escogido, usamos la funcién ode/5 de MatLab para
resolver el sistema de ecuaciones diferenciales , con condicién inicial
z(0,8) = 20 = (y1,y1)T (Proporciéon de mosquitos igual a la proporcion de
humanos infectados en el punto inicial del periodo escogido).

Tabla 5: Datos y curva de ajuste (x 1072)y parametros estimados

_ 1
T=10
Valores
Parametros | Estimados

B) B
M/H 1.4727
«a 0.3352
P 0.0834
Ph 0.2499
0 0.0333

Residuos = ¢(f8), 0.0652x103

0.5 T
datos
~* Estimacion
0.45- i

04l .

0.35f i

Proporcion de infectados

0.251 i

0.2 i

1
20 30 40 50 60 70 80 920 100 110

En la Tabla[f] se observa el ajuste obtenido y la tabla que registra los
valores estimados de los parametros. Segtn estos resultados, podemos decir
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que, en Cali, durante periodos epidémicos, hay 3 mosquitos por cada dos
personas (M/H); que la vida media de los mosquitos es de 30 dias (1/9);
que cada mosquito pica a una de cada tres personas («), y que solo el 8%
de estas picadas infecta a los mosquitos susceptibles (p,,), mientras que el
24 % de ellas infecta a las personas sanas (py).

Con el fin de verificar la sensibilidad de los valores estimados (solucion
del Problema [5)) respecto al punto inicial de basqueda (5p), encontramos
el minimizador de este problema variando, en cada caso, el punto inicial en
uno de los parametros con los valores dados en la Tabla[6] y encontramos
las estadisticas de los valores estimados de los parametros que aparecen en
la Tabla[7

Tabla 6: Variacion de los parametros en [

Parametro ((5o)) ‘ Valores

M/H 1,3,5,7,9
o 1,2,3,4,5
D 0.1,0.2, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8
Ph 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9
5 0.04, 0.05, 0.06, 0.07

Observamos que la variaciéon no es mucha (coeficiente de variacion entre
16.9 y 21.6 %) para o, pp,pm vy M/H y practicamente nula para ¢ y los
residuos. Es de anotar que, en general, la mayor variaciéon en los pardmetros
estimados fue debida a la variacién en el valor inicial de «, ntimero de
picadas sobre los humanos de un mosquito por dia, mientras que la menor
variacion en la estimacion la produjo la variacion en 4, la tasa de mortalidad
del mosquito.

Tabla 7: Estadisticas de los parametros estimados al variar 5y

Estadistico a Dh D ‘ ) ‘ M/H ‘ Residuos

Promedio 0.3606 | 0.2268 | 0.0805 | 0.0333 | 1.5969 0.0652
Desv. estandar | 0.0777 | 0.0482 | 0.0152 | 6.7E-10 | 0.2712 | 9.0E-10
Coef. variaciéon | 0.2154 | 0.2127 | 0.1894 | 2.0E-08 | 0.1698 | 1.3E-08

Es de anotar que la variacién en el valor de la funcién objetivo en el
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optimo (Residuos), al variar [y, es practicamente nula y que la diferencia
entre los valores estimados (Tabla y los promedios obtenidos al variar Sy
(Tabla [7]) estan a menos de media desviacion estandar de los estimativos
obtenidos al hacer dichas variaciones; en efecto, dichas diferencias estan
entre 0.19 y 0.48 desviaciones estandar.

De la misma forma, al analizar la sensibilidad de los estimativos al valor
de v asumido, encontramos las estadisticas que aparecen en la Tabla

Tabla 8: Estadisticas de los parametros estimados al variar

Estadistico o Dh Dm ‘ 1 ‘ M/H ‘ Residuos

Promedio 0.3423 | 0.2556 | 0.0833 | 0.0333 | 1.4170 | 0. 0860
Desv. estandar | 0.0394 | 0.0171 | 0.0083 | 1,4E-11 | 0.0938 | 0.0723
Coef. variacion | 0.1152 | 0.0671 | 0.1006 | 4.4E-10 | 0.0662 | 0.8402

Observemos que la variacion en los valores estimados debida a la va-
riacién de 7, es baja (coeficiente de variacion inferior al 11.6 %), lo cual
valida los valores estimados bajo el supuesto hecho sobre el periodo de

recuperacion de 10 dias (y = %)

Es de anotar que el estimativo para ¢, la tasa de mortalidad del mos-
quito adulto, coincide con los estimativos encontrados para este mismo
parametro (J,) cuando se usa la temperatura media de Cali en el Modelo
Depredador-Presa (Tabla el cual es 0.0333, que corresponde a un periodo
de vida del mosquito de 30 dias.

6 Conclusiones

En este trabajo, ademas de presentar dos modelos sencillos para el estudio y
analisis de la dinamica de la infeccién del dengue y la dindmica poblacional
de su principal vector de transmisiéon en presencia de un depredador de
sus estadios acuaticos, hemos adaptado ambos modelo a la ciudad de Cali,
estimando sus parametros de tal forma que uno de ellos reprodujera lo
mejor posible uno de los brotes de los tltimos anos y que el otro tuviera en
cuenta las condiciones de temperatura de la ciudad de Cali.

Una vez estimados los parametros de ambos modelos, los podemos usar
como base para la toma de decisiones y elaborar politicas de control del
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mosquito que transmite el dengue en la ciudad de Cali, como en efecto
hacemos en [I1] y [12], donde presentamos un analisis mas detallado y la
correspondiente interpretacion de los valores de los parametros aqui estima-
dos, junto con el anélisis de sensibilidad de sus caracteristicas respecto de
los parametros. Otra ventaja de tener estos modelos adaptados a la ciudad
de Cali es la posibilidad de usar el enfoque de la teoria de control 6ptimo
con el mismo propoésito de ayudar en la toma de decisiones y elaboracion
de politicas, lo cual constituye nuestro proximo trabajo.
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Apéndice

Con los datos recogidos en los experimentos realizados en [6] descritos en
la Seccion [3] se construyeron las Tablas 4, 5, 8 y 10 dadas en el Apéndice
B de [6]. Con cada una de ellas, se ajust6 un parametro entomolégico a
una funcion de la temperatura (polinomio de grado entre 3 y 8), usando
minimos cuadrados lineales.

Coefi- Tasa de Tasa de Mortalidad Tasa de Transicién
ciente | Ovoposicion Inmaduros Maduros a Maduro
(5) (‘5q) (‘5a) (V)

ag —5.400 2.130 8.692 x 107! 1.31010~1
a 1.800 —3.797 x 1071 | —=1.590 x 10~ | -5.723x102
as | —2124x1071 | 2457 x 1072 | 1.116 x 1072 1.164x 1072
as 1.015 x 1072 | —6.778 x 1074 | —3.408 x 10~* | -1.341x1073
as | —1.515x107% | 6.794 x 107° | 3.809 x 10~° 8.723x10~°
as -3.017x107°
ag 5.153x10~8
ar -3.420x10~10

Tabla A.1: Coeficientes de los polinomios 1) para los parametros €, 04, dq ¥
v. [6],[7]

En efecto, para cada parametro, se calcul6 el polinomio de grado m,
P,(T)=ay+ 0T+ - +a,T", (A-1)

que minimizara el error F¥ dado por 7

Teniendo en cuenta que el polinomio elegido para cada parametro no
genere valores negativos ni tenga muchos puntos extremos en el rango de
temperaturas en estudio, los autores seleccionaron el polinomio de grado 4
para la ovoposicién, mortalidad de mosquitos hembra y la mortalidad de
la fase acuatica, y el de grado 7 para la transicion a la fase adulta. Los
coeficientes a; de estos polinomios estan dados en la Tabla[A ]

Aunque, para cada parametro, el polinomio del grado escogido que mi-
nimiza el valor de F no necesariamente es tnico, aun si fuera tinico, en
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presencia del error de redondeo de la estimacién, podemos obtener po-
linomios diferentes. Teéricamente, el polinomio dado en forma centrada y
re-escalada (ver (2))) trata de minimizar dicho error de redondeo. Para verifi-
car esto ultimo, pero sobretodo para determinar cual polinomio es "mejor"
(recordemos que ambos tratan de minimizar la funcion E dada por ),
calculamos el valor de E para cada una de las dos formas de polinomio
usadas para cada pardmetro (ver Tabla .

Tipo de Tasa de Tasa de Mortalidad | Tasa de Transicion
Polinomio Ovoposicion | Inmaduros | Maduros a Maduro
() (94) (9a) (v)
Canonico 1.7 x 10° 604.4 | 28.152 5 x 10°
Centrado (2) | 1.0 x 10° 604.0 22.028 2 x 10°

Tabla A.2: Errores de estimacion (3) de los polinomios y (A-1)) [6] para los
parametros €, dq, 0, ¥ V.

12
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| = = =Yangetal hd 016 -
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=] 5 Lo
§ £ 012 ’ LVARN
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4
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0 . - : 0 . - .
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Temperatura (grados centigrados) Temperatura (grados centigrados)

Figura A.1: Comparacioén de los polinomios estimadores de la tasa de ovoposicién
y la tasa de transicion

Efectivamente, esta tabla de errores de estimacién muestra que los poli-
nomios en forma centrada y re-escalada ({2|) representan mejor los datos de
los pardmetros obtenidos para cada temperatura. Ademas, las diferencias
tan grandes en los errores de estimacion de los polinomios para el primer
y ultimo parametro en la Tabla [A72] parecieran confirmar que hay algin
tipo de error en los coeficientes de los polinomios reportados en [6], espe-
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cialmente para el ultimo parametro: tasa de transicién a maduro, como se
observo en [13], y razon por la cual, para las estimaciones de los parametros,
utilizamos los polinomios estimados en la forma dada por . [3]

Tasa de Mortalidad acudtica

e
8

=
o
<

0.06

0.05

Tasa de Mortalidad adulto

10 15 20 25
Temperatura (grados centigrados)

Figura A.2: Comparacion de los polinomios estimadores de las tasas de morta-
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Figura A.3: Comparacion del umbral ) dado por los polinomios estimadores de

parametros

Para visualizar lo anterior, las Figuras y muestran las graficas
de los polinomios aqui calculados y los reportados por [6]. Observemos que
las mayores diferencias aparecen en la estimaciéon de la tasa de transicion,
sobretodo, en el rango de temperaturas para la ciudad de Cali, siendo el
nuestro menor para temperaturas bajas y mayor para las altas; para la tasas
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de mortalidad acuatica (inmaduros) y de adultos, las diferencias no son tan
grandes, siendo la nuestra mayor, y se presentan principalmente alrededor
de la temperatura media de Cali, para la primera, y de la mas alta, para
la segunda, mientras que para la tasa de ovoposicion, las diferencias se
presentan por encima del rango de la temperatura de Cali, siendo también
la nuestra mayor.

En resumen, el efecto de las anteriores diferencias no afectan de la
misma forma los umbrales de supervivencia del mosquito determinados
por el Modelo : Qo y @, con y sin depredacion, respectivamente [I1].

En los tres casos, para nuestros polinomios, observamos valores meno-
res en la temperaturas bajas, y valores més altos para las temperaturas

mayores.
4 T 4 T T T
L O — if AMSV
38 [E—rrey 35 - =Yangeta |
== = Yangetal
2 3r 1 E
k] o
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g £
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Figura A.4: Comparacion del umbral Qo (con depredador eficiente e ineficiente)
dados por los polinomios estimadores de pardmetros

En el caso de umbrales sin depredacion (Figura , nuestros poli-
nomios dan valores menores para todo el rango de temperaturas de Cali,
aunque, segin ambas estimaciones, los polinomios dan valores mucho mas
grandes que uno. Para el caso del umbral con un depredador eficiente (Fi-
gura izq.) y uno ineficiente (FigurafA.4lder.), los efectos de las diferen-
cias en los polinomios estimadores de los pardmetros tienen implicaciones
en la determinacion del nivel de temperatura para la cual el depredador en
cuestién es suficiente para controlar la poblacién de mosquitos, siendo esta
temperatura siempre mayor para nuestras estimaciones.
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