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Resumen

Se presentan como extensiones del cdlculo proposicional clésico, la jerarquia
de sistemas deductivos SMM-n con n > 1. SMM-n es el sistema multi—-modal
de profundidad—n. El sistema SMM-1 es el célculo proposicional clésico. El
sistema SMM—(n + 1) puede ser visto como el resultado de aplicar la regla de
necesariedad, asociada a los razonadores con suficiente capacidad de razona-
miento, una vez a los teoremas del sistema SMM-n. El sistema SMM resulta
de la reunién de los sistemas de la jerarquia, y puede ser visto como el sis-
tema de ldgica multi-modal K., con restricciones. Los sistemas SMM-n son
caracterizados con una seméntica al estilo Kripke, en la cual, la longitud de
las cadenas de mundos posibles se encuentra restringida.

Palabras claves: 16gica multi-modal, razonadores con restricciones, lenguaje
con restricciones.

Abstract

They are presented as extensions of the classical propositional logic, the hier-
archy of deductive systems SMM-n with n > 1. SMM-n is the multi-modal
system of depth-n. The system SMM-1 is the classical propositional logic.
The system SMM—(n + 1) it can be seen as the result of applying the nece-
sariedad rule, associated to the reasoners with enough reasoning capacity, once
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Algunas légicas modales asociadas al razonamiento de agentes inteligentes

to the theorems of the system SMM-n. The system SMM is of the union of
the systems of the hierarchy, and it can be seen as the system of logic multi—
modal K,, with restrictions. The systems SMM-n are characterized with a
semantics to the style Kripke, in the one which, the longitude of the chains of
possible worlds is restricted.

Key words: multi-modal logic, reasoners with restrictions, language with

restrictions.

1 Presentacién

Los sistemas deductivos, construidos como extensiones del sistema multi—
modal K, utilizando operadores de creencia y conocimiento, son conocidos
como ldgicas doxzdsticas y logicas epistémicas [l]], y son de interés en inteli-
gencia artificial, en lo que respecta al modelamiento del razonamiento de
agentes inteligentes.

Para estas légicas, desde el punto de vista semantico, se tiene un enfoque
basico, el cual consiste en adoptar una semantica de alternativas epistémicas,
la cual fue propuesta originalmente por Hintikka en Knowledge and Belief
[B], aunque en la actualidad es més comtn utilizar la semantica de mundos
posibles, la cual utiliza las técnicas desarrolladas por Kripke en Semantical
analysis of modal logic [B]. Desde esta aproximacién, las creencias, conoci-
mientos, metas, y deméas propiedades de los agentes, se caracterizan con base
en un conjunto de mundos posibles y relaciones de accesibilidad entre ellos.

Una légica multi-modal normal, es basicamente una légica proposicional
clésica, extendida mediante la adicién un operador mondadico [R| para cada
razonador R, donde la férmula [R]X serd cierta en un mundo posible especifi-
co si X es cierta en cada mundo posible accesible por el agente o razonador R
desde el mundo posible especifico. Para utilizar la logica descrita como légica
epistémica, la formula [R] X se interpreta como R sabe X, los mundos posibles
se interpretan como alternativas epistémicas, la relacién de accesibilidad indi-
ca cuales alternativas estan disponibles para el razonador R desde cualquier
mundo determinado, y ademads, se deben satisfacer ciertos axiomas especificos
asociados al conocimiento.

Como menciona Freund en Ldgica epistémica [[], cualquier seméntica para
estos sistemas deductivos debe justificar el teorema [R](X — Y) — ([R]X —
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[R]Y) (modus ponens para el razonador) y la regla de inferencia: de X se
sigue [R]X (regla de necesariedad), ya que estas propiedades se encuentran
presentes en todas las légicas normales. Estas dos propiedades, resultan ser
las caracteristicas més problemaéticas de las logicas modales normales, cuando
se utilizan como légicas del conocimiento y la creencia, ya que obligan a con-
cebir al razonador como una entidad capaz de conocer todas las consecuencias
l6gicas de su conocimiento, lo cual la hace inadecuada para modelar razona-
dores tales como seres humanos o sistemas computacionales, los cuales tienen
limitaciones de espacio y tiempo. Lo anterior determina el llamado problema
de la omnisciencia ldgica, el cual tiene como consecuencia, la modificacién de
la seméantica de mundos posibles, si se quiere representar adecuadamente el
conocimiento y las creencias de razonadores reales.

A fin de enfrentar el problema de la omnisciencia légica, se han propuesto
variaciones sobre la seméntica de mundos posibles intentando conservar su
esencia. Algunos investigadores han intentado desarrollar formalismos alter-
nativos para representar la creencia, ya sea readaptando el modelo béasico o
cambidndolo. Siguiendo con el modelo de creencia de los mundos posibles,
Cresswell en Logic and languages [E] trabaja con mundos no—cléasicos, en los
cuales se admiten las inconsistencias, Hintikka en Impossible posible worlds
vindicated [H] los llama mundos imposibles, Rescher en The logic of inconsis-
tency [ los llama mundos no-estdndar. Esta aproximacién fue seguida por
Levesque en A logic of implicit and explicit belief [f], donde un razonador tie-
ne un conjunto relativamente pequetio de creencias explicitas y un conjunto
infinito de creencias implicitas, este dltimo incluye las consecuencias logicas
de las creencias explicitas, al operador de creencia implicita se le asocian los
mundos estdndar y al de creencia explicita los no estandar. La descripcién for-
mal del razonamiento parcial hecha por Levesque, es continuada por Schaerf y
Cadoli en Tractable reasoning via approzimation [ff] , y a partir de este traba-
jo, Finger y Wassermann en Logics for approximate reasoning: Approzimating
classical logic “from above” [[I(], construyen una familia de légicas, las cuales
son aproximaciones a la légica clasica. Con base en lo anterior, Rabelloa y
Finger en Approzimations of Modal Logics: K and beyond [L1], presentan un
método para construir aproximaciones a sistemas de légicas modales, donde
el grado de introspeccién de los razonadores, se encuentra limitado por la
aproximacion a la légica clasica que se utilice en la construccién. Por otro
lado, Konolige en A Deduction Model of belief [1J], presenta la alternativa
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mas comun al modelo de creencia de los mundos posibles, al representar el
razonamiento del agente con las llamadas estructuras de deduccion, las cua-
les constan de un conjunto de férmulas y un conjunto limitado de reglas de
inferencia (el cual puede ser légicamente incompleto), y en este sistema un ra-
zonador cree una férmula, si ésta es una consecuencia del conjunto de férmulas
de la estructura utilizando tUnicamente reglas de inferencia de la estructura.
A pesar de su simplicidad, esta aproximacién funciona bien sélo bajo ciertas
circunstancias.

Se tiene entonces que los formalismos sobre 16gicas del conocimiento y la
creencia, a pesar de haber recorrido un largo camino desde el primer traba-
jo de Hintikka, y en el cual se han realizado progresos en el desarrollo de
semanticas alternativas, a nivel técnico el problema de la omnisciencia légica
no puede considerarse resuelto, todavia siguen pendientes muchas cuestiones
y problemas fundamentales. En sintesis, el problema de la omnisciencia légica
continia abierto, y se encuentra intimamente relacionado con la capacidad de
razonamiento de los razonadores.

En este trabajo se presenta una jerarquia de sistemas deductivos, los cuales
tienen como punto de partida las siguientes consideraciones: en primer lugar,
cada razonador tiene una capacidad de razonamiento limitada, por lo que, la
aplicabilidad de las reglas de necesariedad debe ser restringida y el lenguaje
de cada razonador debe ser limitado, frenando asi la potencia del modus
ponens para cada razonador. En segundo lugar, la capacidad deductiva de
diferentes razonadores no es en general la misma, por lo que, los lenguajes de
los razonadores no tienen que ser iguales.

Se presenta entonces, como extensién del calculo proposicional clésico, la
jerarquia de sistemas deductivos SMM-n con n > 1. SMM-n es el sistema
multi-modal de profundidad—n. El sistema SMM-1 es el cdlculo proposicional
clésico. El sistema SMM-(n + 1) puede ser visto como el resultado de aplicar
la regla de necesariedad, asociada a los razonadores con suficiente capacidad
deductiva, solo una vez a los teoremas del sistema SMM-n. El lenguaje del
sistema SMM—(n+ 1) es una extension propia del lenguaje de SMM-n, donde
la jerarquia de los lenguajes se encuentra asociada, a una jerarquia en la
capacidad deductiva de los razonadores.

El sistema SMM-2 se obtiene a partir de CP, el cual coincide con SMM-1,
pidiendo que los axiomas de CP sean verdades necesarias para los razonadores
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de profundidad—1, y que las verdades necesarias de tales razonadores se pre-
serven con la regla de inferencia modus ponens, es decir, el razonador aplica la
regla modus ponens. El sistema SMM—(n + 1) se obtiene a partir de SMM-n,
de manera similar a como se construyé SMM-2 a partir de SMM-1. El siste-
ma SMM, sistema multi—-modal con restricciones, resulta de la reunién de los
sistemas de la jerarquia, y puede ser visto como el sistema de ldgica multi—
modal K,, con restricciones en el lenguaje y en las reglas de necesariedad, es
decir, con razonadores de diferente capacidad de razonamiento.

Los modelos para el sistema deductivo SMM-2, son conjuntos de mundos
posibles al estilo Kripke, donde del mundo actual (en el cual se determina si
una férmula de CP es una verdad necesaria para un razonador), se accede a
mundos posibles en los cuales rige el calculo proposicional clésico. Los modelos
para el sistema deductivo SMM—(n + 1) donde n > 2, generalizan esta idea.
Se tiene de esta manera, que los sistemas SMM-n son caracterizados con una
semantica al estilo Kripke, en la cual, la longitud de las cadenas de mundos
posibles se encuentra restringida.

Aunque no se soluciona el problema de la omnisciencia légica, las res-
tricciones en el lenguaje de los sistemas y de los razonadores, le imponen
ciertos limites. Por ejemplo en el sistema SMM—4, un razonador de tipo—2 no
puede hacer inferencias sobre formulas de tipo—3, mientras que un razonador
de tipo—3 o superior si puede hacerlas, pero ningtin razonador puede hacer
inferencias sobre férmulas de tipo—4.

Las pruebas de validez y completitud de los sistemas de la jerarquia, son
presentadas de forma detallada, asi como las pruebas para la caracterizacion
semantica del sistema SMM.

2 Jerarquia de sistemas deductivos SMM-n (n > 1)

El lenguaje de todos los sistemas de la jerarquia SMM-n(n > 1) consta de los
conectivos binarios —, V, A, <>; el conectivo unario ~; y un conjunto nume-
rable de conectivos unarios [A], [B],... (operadores de necesariedad asociados
a los razonadores A, B, .. .). El conjunto de formulas del célculo proposicional
clasico CP, o formulas de tipo-1 es generado recursivamente a partir de un
conjunto de formulas atémicas utilizando los conectivos de la siguiente forma:
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1. Si P es una férmula atémica entonces P es una férmula de tipo—1.
2. Si X es una férmula de tipo-1 entonces ~(X) es una férmula de tipo-1.

3. Si X y Y son férmulas de tipo-1 entonces (X) — (Y), (X) < (Y),
(X)A(Y)y (X)V(Y) son férmulas de tipo-1.

En general, paran > 1: si X es una férmula de tipo—n y [R] es un operador
de necesariedad de profundidad—f] con 7 > n entonces [R]X es una férmula
de tipo—(n + 1).

Si X es una férmula de tipo—k, Y es una férmula de tipo—¢ y n = méaximo
{k, q} entonces (X) — (Y), (X) < (Y), (X)A(Y)y (X) V (Y) son férmulas
de tipo—n.

Si X es una férmula de tipo—n entonces ~(X) es una férmula de tipo—n

El sistema deductivo para el cdlculo proposicional cldsico CP consta de los
siguientes axiomas (donde X, Y y Z son férmulas de tipo—1):

Ax11 X — (Y —X)

Ax12 XY —-2)—-(X—=Y)—= (X —2)
Ax13 X — (XVY)

Ax14 Y = (XVY)

Ax15 (X —=2)—- (Y —-2)—=(XVY)— 2))
Ax16 (XAY)—X

Ax17 (XAY)—=Y

Ax18 (X —=Y) - (X—-2)—-(X—=(YAZ)))
Ax19 X — (~X —=Y)

Ax1.10 XV ~X

Ax11l (X =Y) = (X > Y)

Ax1.12 (X = Y) = (Y — X)

Ax1.13 (X =Y)—= (Y - X)— (X «<Y)).

Como tnica regla de inferencia se tiene el Modus Ponens MP: de X y
X — Y se infiere Y.

) —
) —

! Cada razonador (operador) tiene asociado un entero positivo llamado la profundidad del
razonador (operador). Si [R] es un operador de profundidad—r entonces [R] es un operador
de tipo—1, tipo—2, ..., tipo—r, es decir, la profundidad de un operador es su méaximo tipo.
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Definicién 1 (Operadores de aceptacion).

[R] X X es una necesariedad (verdad necesaria)
para el razonador R.

-rX =[R] ~X X es imposible para el razonador R.

(R)X =~[R] ~X X es posible para el razonador R.

[R], ~r, vy (R) son llamados operadores de aceptacion asociados al razonador
R. Como consecuencia de la definicién, cada operador de aceptacion puede
ser caracterizado en términos de los demés: [R]X < _p~X,[R]X <~(R) ~
X, g X < [R]|~X,.r X «~(R)X,(R)X <~[R] ~X,(R)X <—~_gX.

La unién de los conjuntos de férmulas de tipo—1, tipo—2, ..., tipo—n deter-
minan el conjunto de férmulas de profundidad—n, el cual constituye el lenguaje

del sistema SMM-nf.

Los sistemas SMM-n, sistemas multi-modales de profundidad—n, se cons-
truyen de la siguiente manera:

SMM-1 es el calculo proposicional cldsico CP.

Para n > 1, el sistema SMM-(n + 1) se construye a partir del sistema
SMM-n de la siguiente manera:

e Si X es un axioma de SMM-n entonces X es un axioma de SMM—(n+1).

e Sea T una férmula de tipo—t con 1 < ¢ < n, y [R] un operador de
necesariedad de profundidad—r con t < 7, si T" es un axioma de SMM-n
entonces [R|T" es un axioma de SMM—(n + 1).

e Los axiomas de CP donde X,Y y Z son férmulas de profundidad—(n+1),
son axiomas de SMM—(n + 1)f]

e Si X — Y una férmula de tipo— con 1 < t < n y [R] un operador
de necesariedad de profundidad—r con ¢t < r, entonces, [R|(X — Y) —

2Decir que la férmula X es de profundidad-n significa que el tipo de X se encuentra
entre 1 y n.

3 Estos axiomas serdn referenciados como el correspondiente axioma de CP. De manera
precisa, el axioma correspondiente a (con 13 > k > 1) en el sistema SMM-n (con
n > 1), debe ser referenciado como
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([R]X — [R]Y) es un axioma de SMM—(n + 1). Este axioma sera refe-
renciado como MP[R]: modus ponens para el operador de necesariedad
[R].

e El sistema SMM—(n + 1) tiene como tunica regla de inferencia el modus
ponens de profundidad—(n + 1), es decir, de X y X — Y se infiere Y,
donde X y Y son férmulas de profundidad—(n + 1). Esta regla sera re-
ferenciada como MP—(n + 1)[].

Definicién 2 (Teoremas). Se dice que una férmula X es un teorema de
SMM-n, denotado I+, X, si y solamente si X es la iltima férmula de una
sucesion finita de férmulas, tales que cada una de ellas es un axioma de
SMM-n o se infiere de dos féormulas anteriores utilizando la regla de infe-
rencia MP. Cuando X es un teorema de CP, se utiliza la notacién - X.

SiI' es un conjunto de formulas de profundidad-—n, se dice que una férmula
X es un teorema de SMM-n a partir de I'; denotado I I, X, si y solamente
si X es la ultima formula de una sucesion finita de formulas, tales que cada
una de ellas es un axioma de SMM-n o un elemento de I' o se infiere de
dos férmulas anteriores utilizando la regla de inferencia MP. Cuando X es un
teorema de CP a partir de I', se utiliza la notacién I' - X.

3 Representacion interna de los teoremas

Proposicién 1 (Preservacién de los teoremas). Para 1 < n < k, los teoremas
de SMM-n son teoremas de SMM—(n + 1) y de SMM-k.

Prueba. Los teoremas de SMM-n son consecuencias de sus axiomas, y como
los axiomas de SMM-n también son axiomas de SMM—(n + 1), entonces los
teoremas de SMM-n también son teoremas de SMM-(n + 1). La segunda
parte es consecuencia inmediata de la primera. ]

En lo que sigue se utilizaran los siguientes resultados de CP muy conocidos,
y como en los sistemas SMM-n con n > 1, se tienen los correspondientes
axiomas de CP y la regla de inferencia MP para férmulas de profundidad—n,

4 Se utilizara la notacién MP cuando es claro el valor de n.
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entonces, en cada uno de estos sistemas valen estos resultados (para detalles
de las pruebas en CP ver [IJ] y [[4]). Introduccion de la conjuncion: X —
(Y — (X AY)), eliminacion de la conjuncion: (X NZ) — X, (X NZ) — Z,
introduccion y eliminacion de la conjuncion en el consecuente: (X — (Y A
7))« (X = Y)AN (X — 2)), silogismo hipotético: (X - Y)AN(Y — Z)) —
(X — Z), importacion-exportacion: (X — (Y — Z)) « (X AY) — 2),
equivalencia material: (X < Y) « (X - Y)A (Y — X)), (X «Y) <
(X AY)V (~XA~Y)), demostracion indirecta: (X — (YA ~Y)) —=~X, (~
X — (YA ~Y)) — X, doble negacion: X «~~X, negacion de la disyuncion:
~(XVY) & (~XA ~Y), negacion de la conjuncion: ~(XAY) < (~XV ~Y),
negacion del condicional: ~(X — Y) < (XA ~Y), implicacion material:
(X =Y) < (~X VY), principio de retorsion: (~X — X) — X, teorema de
deduccion : si de X se infiere Y entonces X — Y.

Proposicién 2 (Representacion interna de los teoremas). Sean X una formu-
la de profundidad—p con 1 < p < n, y [R]| un operador de necesariedad de
profundidad—-r con p < 1

o Si X es un teorema de SMM-n entonces [R|X es un teorema de SMM-
(n+1).

e Si~X esun teorema de SMM-n entonces _rX es un teorema de SMM-
(n+1).

Prueba. Supéngase que Ik, X, se probard I, 1 [R]X haciendo induccién
sobre la longitud de la demostraciéon de X en SMM-n.

Paso base. La longitud de la demostracion de X en SMM-n es 1, es decir,
X es un axioma de SMM-n, pero si X es un axioma de SMM-n, donde X
es de profundidad—p con 1 < p < n, y [R] es un operador de necesariedad
con profundidad—r donde p < r, entonces por definicién, [R]X es axioma de
SMM—(n + 1), y por lo tanto, IF,41 [R]X.

Paso de induccién. Como hipétesis inductiva se tiene que si la longitud de
la demostracién de Y en SMM-n es menor que L entonces I, [R]Y.

Supodngase que la demostracién de X en SMM-n tiene longitud L mayor
que uno. Se tiene entonces que X es un axioma 6 X es consecuencia de pasos
anteriores utilizando la regla de inferencia MP. En el primer caso se procede
como en el paso base resultando IF,41 [R]X. En el segundo caso se tienen,
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para alguna férmula Z, demostraciones en SMM-n de Z — X y de Z, ambas
demostraciones de longitud menor que L. Aplicando la hipdtesis inductiva
resultan k41 [R](Z — X) y IFpy1 [R]Z. Como en SMM—(n + 1) con n > 1
se tiene como axioma M P[R]: [R|(Z — X) — ([R]Z — [R]X), aplicando dos
veces la regla MP resulta I, [R]X.

Utilizando la definicién de imposibilidad, la segunda parte es consecuencia
inmediata de la primera. ]

Proposicién 3 (Conjuncién de necesariedades y de imposibilidades). Si X
y 'Y son formulas de profundidad—p con 1 < p < n y [R] es un operador de
necesariedad de profundidad-r con p < r, entonces, [R|(X ANY) < ([R]X A
[R]Y) y -r(XVY) < (.rpX A_rY) son teoremas de SMM-(n + 1).

Prueba. Por los axiomas Axn.q y [Axn.7 se tienen (X AY) — X y (X A
Y) — Y, y como [R] es un operador de necesariedad de profundidad-r con
p < r, entonces [R[(X AY) — X) y [RI(X AY) — Y) son axiomas de
SMM—(n 4 1). Al tener lFpq1 [RI(XAY) = X) y lkpi1 [RI(XAY) —=Y),
utilizando el axioma MP[R] y MP se infieren I, 41 [R|(X AY) — [R]X y
lFpny1 [RI(X AY) — [R]Y. Utilizando introduccién de la conjuncién en el
consecuente se infiere I, 41 [R(X AY) — ([R]X A[R]Y) con n > 1.

Por otro lado, de la regla introduccién de la conjuncién, se tiene I, X —
Y — (X AY)). Por la proposicién f se infiere - n+ 1[R](X — (Y —
AY))), y utilizando el axioma MP[R] y MP resulta I, 41 [R]X — [R](Y —
AY)), como ademds por MP[R] se tiene IF,4; [R(Y — (X AY)) —
[R]Y — [R](X AY)), entonces por silogismo hipotético se obtiene IFp41
[R]X — ([R]Y — [R](XAY)). Utilizando importacién se infiere I, 1 ([R]X A
[R]Y) — [R](X ANY) con n > 1. Como ya se probé la reciproca, entonces por

introduccién de la conjuncién y equivalencia material resulta I, 11 [R](X A
Y) < ([R]X A[R]Y) con n > 1. Por negacién de la disyuncién, en SMM-n
se tienen ~ (X VY) = (~ XA ~Y) y (~XA ~Y) 5~ (X VY), por la
proposicién [, MP[R] y equivalencia material se infiere en SMM—(n + 1) que
[R] ~(XVY) < [R](~XA ~Y), por la primera parte de esta proposicién
resulta [R] ~(X VY) < ([R] ~X A [R] ~Y), lo cual por la definicién de
imposibilidad significa que -r(X VY') <> (.pX A-rY’) es teorema de SMM-—
(n+1). O
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Proposicién 4 (Sustitucién por equivalencia). Sean X y Y férmulas de
profundidad—p con 1 < p < n, y [R] un operador de necesariedad de profundidad—
rconp<r,siX <Y esun teorema de SMM-n entonces [R|X < [R]Y es
un teorema de SMM-(n + 1).

Prueba. Supdngase que I, X < Y, por equivalencia material resulta I+,
(X - Y)A(Y — X), por la proposicién [l se infiere -, 11 [R]((X — Y)A(Y —
X)), por la proposicién B se obtiene IF,+1 [R](X — Y) A [R](Y — X), uti-
lizando introduccién y eliminacién de la conjuncién y el axioma MP[R] se
genera lk,11 ([R]X — [R]Y) A ([R]Y — [R]X), finalmente, aplicando equi-
valencia material se concluye Ik, [R]X < [R]Y (Utilizando las definicio-
nes de los operadores de aceptacién, también se siguen (R)X < (R)Y y
~rX <_RY). O

Como consecuencia de esta proposicién se tiene que, en SMM-n vale sus-
titucién por equivalencia. Es decir, si F'(T') es una férmula de profundidad—n
en la cual figura la férmula 7" de tipo—t con 1 <t < n,y F(Z) es el resultado
de cambiar en F(T') alguna ocurrencia de T por Z, donde Z es una férmula
de tipo-t, entonces, de Ik, X < Y se infiere I, F(X) < F(Y).

4 n—Modelos

Definicién 3 (n—marco). La terna (S, M,, RA) es un n—marco siy solamente
si S es un conjunto, M, es un elemento de S, RA es un conjunto de relaciones
binarias sobre S (una relacién asociada a cada operador de necesariedad),
donde n indica la profundidad del marco. Los elementos de S son llamados
mundos posibles, el mundo posible M, es el mundo actual, y los elementos de
RA son las relaciones de accesibilidad.

Cada mundo posible de S tiene asociado un lenguaje. Si un mundo tiene
asociado el lenguaje del sistema SMM-£, lenguaje de profundidad—k, entonces
se dice que el mundo es de profundidad—k. Cada relacién de accesibilidad
también tiene asociada una profundidad, la cual coincide con la profundidad
del razonador u operador de necesariedad asociado. La profundidad satisface
las siguientes restricciones, donde M y N son mundos diferentes y R es una
relacién de accesibilidad (M, indica que el mundo M tiene profundidad—t):
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RP1. Si M es el mundo actual entonces M,,.
RP2. Si M,RN, entonces ¢ <p,donde 1 <p<nyl<g<n.

RP3. [R] es un operador de necesariedad de profundidad—r si y solo si R es
una relacién de accesibilidad de profundidad-—r.

Como consecuencia se tiene que, ningun otro mundo accede al mundo actual,
los mundos de tipo—1 no acceden a ningtin mundo.

Definicién 4 (Cadena de mundos). Dado un n—marco (S, M,, RA), si para
1<m <t <n,M, e un mundo posible, para 1 < r <t < n, R, es una
relacion de accesibilidad, y C = M; ... MsM; donde M; es el mundo actual
entonces

C es una cadena de (S, M,, RA) significa que (Vk,1 < k < t)(Mg41 R My)

En la cadena C = M; ... MsM; se dice que la profundidad o longitud de C
es t. Observar que una cadena tiene profundidad—t significa que la cadena
estd formada por ¢ mundos posibles. Observar también que en un n—marco la
longitud méaxima de una cadena es n.

Definicién 5 (n-modelo). Sea (S, M,, RA) un n—marco y F,, el conjunto de
las féormulas de profundidad—n. (S, My, RA, V') es un n-modelo siy solamente
si V es una funcién parcialf] (valuacién) de Sz F, en {0,1} la cual satisface
las siguientes reglas o condiciones:
Sean P una férmula atémica, T una féormula de tipo—t, .S una formula de

tipo—s, y M un mundo de profundidad—k, donde 1 < s <t < k < n.

Vat  V(My,P)=16 V(My,P)=0

Vo~ V(My,~T)=1e V(M,T)=0

VA VM, TANS)=1<V(M,T)=1=V(M,>S)
Vv V(Mg,TVS)=0sV(M,T)=0=V(M,S)
V- VIMp,T—S8)=0cV(M,T)=1yV(M,S)=0

5 Parcial puesto que, si M es de profundidad—p y T es de tipo—¢t, entonces para que
V(M,,T) esté definida, debe ocurrir que p > t (esta situacién serd referenciada como:
funcién parcial en el sentido de valuacién).
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Ve V(IM,ToS) =16V(_M,T)=V(M,S) fi

VIR] V(My,[RT)=1% (VKi € S)(MyRK, = V(K,T) = 1),
donde 1 <t < k<m<n,T es una formula de tipo—t, y R
un razonador de profundidad—r con t < r

Proposicién 5 (Caracterizacién seméntica de los operadores de aceptacion).
Paral <t < k<m<nT esuna formula de tipo—t y [R] un operador de
necesariedad de profundidad—r con t < r, se tienen:

ViR VM, rT) =1 (VK € S)(MynRKy = V (K, T) = 0)
V(R) V(Mp,(R)T)=1< (3K € $)(MpnR, Ky y V(Ky,, T) = 1)

Prueba. Supéngase que 1 <t < k < m < n,T es una férmula de tipo—¢
y [R] un operador de necesariedad de profundidad—r con ¢ < r. De se
tiene que, V(My,,[R] ~T) =1 & (VK € S)(M,RK}, = V(Kp,~T) =
1). Utilizando la definicién de imposibilidad y la regla [_~] se infiere que
V(Mp,-rT) = 1 & (VKy € S)(M,RKy, = V(Ky,T) = 0), por lo tanto
V4.

De VIR] se tiene que, V(M [R] ~T) = 1 & (VKj, € S)(M,,RK), =
V(Ky,~T) = 1). Por lo que, V(M,,,[R] ~T) =0 < (3K € S)(M,,RK},
y V(Kg,~T) = 0), lo cual por [ ~] y la definicién de posibilidad significa
que V(M,,,(R)T) =1« (3Ky € S) (M RKyy V(Ky,T) = 1), por lo tanto

V (R). O
5 mn—Validez

Definicién 6 (n—validez). Sea X una férmula de profundidad-n, se dice que
X es verdadera en el n—-modelo M = (S, M,, RA, V) (denotado M F,, X) si
y solo si V(M,, X) = 1. Se dice que X es n-vdlida (denotado F,, X) siy solo
si X es verdadera en todo n—modelo.

Observar que cuando se habla de 1-validez, se hace referencia a los 1—
modelos, pero en estos modelos no aplica la regla [VTR], es decir, los 1-modelos

STambién se tienen las reglas correspondientes cuando S es una férmula de tipo-t, y T
es una férmula de tipo—s.
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son los modelos del cédlculo proposicional clasico CP, por lo que 1-validez
coincide con validez en CP.

Resulta entonces que, una férmula X de profundidad-n no es n—vélida si
y solamente si existe un n—modelo M = (S, M,, RA,V), en el cual X no es
verdadera, es decir V(M,, X) = 0. Por lo que, si la férmula X no es n—vélida,
utilizando las reglas V ~, VA, VV, V —, V « y[V]R], a partir de V(M,, X) =
0, se construye un n—modelo M = (S, M,, RA,V') que refute la validez de la
férmula X, este modelo es llamado n—modelo refutador. Pero si la formula X
es n—valida, entonces la construccién del n—modelo refutador fracasard, puesto
que, en alguno de los mundos posibles (bien sea M, o un mundo generado por
la aplicacién de la regla [VTR]) del modelo en construccién se presentard una
inconsistencia. Cuando fracasa la construccion del modelo refutador, entonces
se genera una cadena de mundos posibles C' = MM ... M}, tal que My, es
inconsistente, es decir, para alguna férmula Z,V (M, Z) =1y V(My, Z) = 0.
En este caso se dice que la cadena C' es inconsistente.

En resumen, para probar la n—validez de una férmula X de profundidad—
n, se supone que la férmula X no es n—valida, es decir, es falsa en el mundo
actual M, y a partir de esta informacién se construye el n—-modelo refutador.
Si tal n—modelo no existe entonces se concluye que la formula X es n—vélida.

Proposicién 6 (Preservacién de la validez). Sea T' una formula de tipo—t
con 1 <t <ny|R] un operador de necesariedad de profundidad—r cont <,
si T es n—vdlida entonces T y [R]T son (n + 1)-vdlidas.

Prueba. Supdngase que F, T, por lo que en la busqueda constructiva de
un n—modelo refutador de la féormula T, resulta una cadena inconsistente
C = Mi{Ms...M; para algun s tal que 1 < s < n. Por lo tanto, en la
bisqueda constructiva de un (n+1)-modelo refutador de la férmula 7', resulta
la misma cadena inconsistente C' = MM, ... M, para algun k,1 < s <n+1,
se concluye entonces que F, 41 T'.

Para la segunda parte, sea T de tipo—t con t < n, y supdngase que
[R]T no es (n + 1)-valida, por lo que existe un (n + 1)-modelo refutador
de [R]T, M = (S, M(,11), RA, V) tal que [R]T no es verdadera en M, es decir
V(M) [R]T) = 0, por la regla [VIR] resulta que existe un mundo posible
K}, tal que M, 1)RK y V(K,T) = 0. El (n + 1)-modelo M se encuentra
formado por cadenas consistentes de la forma M, 1)Kk ... Ss, las cuales tie-
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nen profundidad a lo sumo n + 1, y ademas en el mundo M, la férmula
[R]T" toma el valor 0, y en el mundo K} la férmula T toma el valor 0. A
partir del (n + 1)-modelo refutador M de [R|T se construye un n—modelo
refutador M’ de la formula T de la siguiente manera: se elimina el mundo
actual M, 1) del modelo M y se toma como mundo actual del modelo M’
el mundo K}, en las relaciones de accesibilidad del modelo M se eliminan
las relaciones existentes entre el mundo M, 1) y cualquier otro mundo ob-
teniéndose el conjunto RA’, y del dominio de la valuacién V se excluye el
mundo M, 1) obteniéndose la valuacion V’, y resultando de esta manera que
M’ = (S —{M1)}, Ki, RA’, V). Por construccién el modelo M’ se encuen-
tra formado por cadenas consistentes K. ... S5 de profundidad a lo sumo n,
lo que significa que M’ es un n—modelo, y ademds en el mundo actual K la
férmula T toma el valor 0, por lo tanto M’ es un n—-modelo refutador de la
férmula T', es decir T' no es verdadera en el n—modelo M, por lo que T no es
n—vélida. De lo anterior se concluye que si [R]T no es (n+ 1)-valida entonces
T no es n—vélida, es decir, si T  es n—valida entonces [R|T es (n+1)-vélida. O

Proposicién 7 (Validez de los axiomas). Sea X una férmula de profundidad—
nconn =1, si X esun arioma de SMM-n entonces X es n-vdlida.

Prueba. Supdéngase que X axioma de SMM-n, se probara F, X haciendo
induccién sobre n.

Paso base (n = 1). Se debe probar: X axioma de SMM-1 =F; X lo cual
es cierto ya el sistema SMM-1 es el calculo proposicional clasico CP, 1-validez
es validez en CP y utilizando el teorema de validez de CP, presentado en [[L3],
se obtiene que Fop X =Fcop X.

Paso de induccién. Como hipdtesis inductiva se tiene, para cada férmula
Y que, si Y es un axioma de SMM-n entonces F, Y. Supdngase que X es un
axioma de SMM—(n + 1), se debe probar que F,4+1 X. Al ser X un axioma se
deben considerar 4 casos: en el primer caso X es un axioma de SMM-n, en
el segundo X es de la forma [R]T, donde T es un axioma de SMM-n, en el
tercer caso X es de la forma [R|(T — ) — ([R]T — [R]S), en el cuarto caso
X es uno de los axiomas Az(n+1).1,..., Az(n + 1).13.

En el primer caso, X es un axioma de SMM-n, utilizando la hipdtesis
inductiva resulta que F, X, y por la proposicién f se infiere F, 1 X.
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En el segundo caso, X es de la forma [R]|T, donde T" es un axioma de SMM-—
n, utilizando la hipdtesis inductiva resulta que F,, T', y por la proposicién
se infiere F,,+1 [R]T, por lo que F, 41 X.

En el tercer caso, X es de la forma [R|(T" — S) — ([R]T — [R]S).
Supéngase que 1 < t < s < n,T es de tipo—t, S es de tipo—s y [R] es un
operador de profundidad—r con s < 7, si esta férmula no fuese (n + 1)—
vélida, entonces existiria un (n + 1)-modelo tal que en el mundo actual M,
V(M,[R(T — S) — ([RIT — [R]S)) = 0, lo cual segin la regla [ —]
significa V(M,[R|(T" — S)) = 1y V(M,[R|]T — [R]S) = 0, y de nuevo
por la misma regla se obtienen V (M, [R|T) = 1y V(M,[R]S) = 0, de esta
dltima por la regla se infiere la existencia de un mundo K, tal que
MRK y V(K,S) = 0, y como V(M,[R|(T — S)) =1 por se infiere
V(K, T — S) =1, como V(M,[R]T) =1, por se obtiene V(K,T) =1y
como ya se tiene V (K, T — S) = 1, por [/ —se genera V (K, S) = 1, pero esto
es imposible. Por lo tanto, [R](T — S) — ([R]T — [R]S) es (n + 1)-valida,
es decir Fp41 X.

Finalmente, en el cuarto caso X es uno de los axiomas Ax(n+1),1,..., Az(n+
1),13, por lo que, utilizando las reglas Vad, [V ~, VA, VM, V Ay V_ <l v
procediendo como es habitual para la validez del calculo proposicional clasico
(para detalles del caso clasico ver [[3] y [[4]), se concluye que F, 1 X. O

Proposicién 8 (MP preserva validez). Para n > 1, T y S formulas de
profundidad—n, si T yT — S son n—vdlidas entonces S también es n—vdlida.

Prueba. Sean T una féormula de tipo—t y S una férmula de tipo—s, donde
1 < s <t< n Supdéngase que F, T'y E, T — S. Si no F, S, entonces
existe un n—modelo tal que, en el mundo actual M, V(M,S) = 0. Como T
y T — S son n—vélidas, entonces V(M,T — S) =1y V(M,T) = 1, por la
regla 4 de V(M,S) =0y V(M, T — S) =1 resulta V(M,T) = 0, lo
cual es imposible. Por lo tanto F,, S. Resultando finalmente que, si F, Ty
F, T — S entonces F,, S. O

Proposicién 9 (n—validez). Paran > 1 y X una formula de profundidad—n,
st X es un teorema de SMM-n entonces X es n—vdlida.

Prueba. Supédngase I+, X, se prueba F,, X por induccién sobre la longitud
L de la demostraciéon de X es SMM-n.
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Paso Base (L = 1). Si la longitud de la demostracién de X en SMM-n es
1, entonces X es un axioma de SMM-n, lo cual por la proposicién [{ significa
que F, X.

Paso de induccién. Como hipétesis inductiva se tiene que para cada férmu-
laY,silk, Y ylalongitud de la demostracién de Y tiene longitud menor que
L (donde L > 1) entonces F,, Y. Si Ik, X y la longitud de la demostracién de
X es L entonces, X es un axioma de SMM-n o X es consecuencia de aplicar
modus ponens en pasos anteriores de la demostracion. En el primer caso se
procede como en el caso base. En el segundo caso se tienen en SMM-n, para
alguna formula Z, demostraciones de Y y de Z — X, donde la longitud de
ambas demostraciones es menor que L, utilizando la hipétesis inductiva se
infieren F,, Z y F, Z — X, y por la proposicién f resulta =, X. U

6 n—Completitud

Definicién 7 (Extensién consistente y completa). Una extensidn de un sis-
tema deductivo, se obtiene alterando el conjunto de axiomas de tal manera
que, todos los teoremas del sistema sigan siendo teoremas, y que el lenguaje
de la extension coincida con el lenguaje del sistema deductivo. Una extension
es consistente si no existe ninguna férmula X tal que tanto X como ~ X
sean teoremas de la extensién. Un conjunto de férmulas es inconsistente si de
ellas se deriva una contradiccion, es decir, si se deriva ZA ~Z para alguna
férmula Z. Una extensién es completa si para toda féormula X, del lenguaje
de la extension, o bien X o bien ~X es teorema de la extensién.

Proposicién 10 (Extensién consistente).

a. Para cada n > 1, SMM-n es consistente.

b. Si E una extensiéon de SMM-n, X es una férmula de profundidad-n que
no es teorema de F, y E, es la extension de SMM-—n obtenida anadiendo
~X como nuevo axioma a F, entonces, F, es consistente.

Prueba. Supdngase que SMM-—n no fuese consistente, por lo que debe existir
una férmula X de profundidad—n tal que tanto X como ~X sean teoremas.
Entonces por la proposicién ], tanto X como ~ Xson férmulas n-—vélidas,
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pero esto es imposible, ya que si ~X es una férmula n—valida, entonces para
todo n—modelo (S, M,, RA,V) se tiene V(M,,~X) = 1, lo cual segiin V' ~
significa V(M,, X) = 0, por lo que X no puede ser n—valida, lo cual no es el
caso. Por lo tanto, SMM-n es consistente.

Para la parte [, sea X una férmula SMM-n que no es teorema de E, y sea
FE, la extensién obtenida anadiendo ~X como nuevo axioma a FE. Supdéngase
que E, es inconsistente. Entonces, para alguna férmula Z, tanto Z como ~Z
son teoremas de E,. Ahora bien, por se tiene que Z — (~Z — X) es
teorema de SMM-n y por lo tanto de E,, aplicando dos veces MP se obtiene
que X es teorema de F,. Pero E, tan sélo se diferencia de E en que tiene ~X
como axioma adicional, asi que ‘X es un teorema de F,’ es equivalente a ‘X
es un teorema de E a partir del conjunto {~X}’. Por el teorema de deduccién
resulta que ~X — X es un teorema de F, y por el principio de retorsion se
infiere que X también es teorema de F, lo cual no es el caso. Por lo tanto, E,
es consistente. ]

Proposicién 11 (Extensién consistente y completa). Si E es una extension
consistente de SMM-n entonces existe una extension consistente y completa

de E.

Prueba. Sea X, X1, Xs,...una enumeracién de todas las férmulas de SMM-—
n. Se construye una sucesion Jy, Ji, Js, ... de extensiones de E como sigue:

Sea Jy = F, si X es teorema de Jy, sea J; = Jy, en caso contrario, sea .Jy
el resultado de anadir ~Xy como nuevo axioma a .Jg.

En general, dado t > 1, para construir J; a partir de J;_1, se procede de
la siguiente manera: si X;_; es teorema de J;_1, entonces J; = J;_1, en caso
contrario, sea J; la extensién de J;_1 obtenida anadiendo ~X;_1 como nuevo
axioma.

E es consistente, es decir, Jy es consistente por hipdtesis. Dado ¢t > 1,
si J;_1 es consistente, entonces, por la proposicién [lOH, J; es consistente.
Asi pues, por induccion, todo J; es consistente. Se define ahora J, como aque-
lla extensién de E, la cual tiene como axiomas a aquellas formulas que son
axiomas de al menos uno de los J;.

Si J es inconsistente, entonces existe una férmula X tal que, tanto X como
~ X son teoremas de J. Ahora bien, las demostraciones de X y
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~X en J son sucesiones finitas de férmulas, de modo que cada demostracion
solamente puede contener casos particulares de un numero finito de axiomas
de J. Por lo que, debe existir un t suficientemente grande, para que todos
estos axiomas utilizados sean axiomas de J;. Se deduce que tanto X como
~X son teoremas de Jy, lo cual es imposible ya que J; es consistente. Por lo
tanto, J es consistente.

Sea X una féormula de SMM-n, por lo que X debe aparecer en la lista
Xo, X1, Xo, ..., supéngase que X es Xj. Si Xi es teorema de Ji, entonces Xy
también es teorema de J, puesto que J es una extensién de Ji. Si X no es
teorema de Ji, entonces de acuerdo con la construcciéon de Jiy1,~Xj es un
axioma de Jiy1, con lo que ~ X}, es teorema de Ji41, y entonces ~ X}, también
es teorema de J. Asi, en todo caso se tiene que X}, es teorema de J o ~X}, es
teorema de J, con lo que J es completo. U

Proposicién 12 (Consistencia R—subordinada). Sean Y, Z1, ..., Zy formulas
de profundidad-p conp < n y [R] un operador de necesariedad de profundidad-
r conp < r. Si{[R]Z1,...,[R]Zk, (R)Y} es consistente en SMM—-(n + 1)
entonces {Z1,...,Zy, Y} es consistente en SMM-n.

Prueba. Supéngase que {Z1,...,Zx, Y} es inconsistente, por lo que existe
una férmula W tal que, {Z1,...,Z, Y} Ik, WA ~W, utilizando el teorema
de deduccién y exportacién se infiere Ik, (Z1 A ... AZg AY) — (WA ~W), y
por demostracion indirecta, en SMM-—n resulta ~(Z1A.. . AZpAY), lo cual por
negacion de la conjuncién e implicacién material significa, (Z1A. . .AZg) —~Y.
Utilizando la proposicién f] resulta que [R]((Z1 A ... A Zy) —~Y) es derivable
en SMM—(n + 1), por MP[R] se infiere [R](Z1 A ... N\ Z) — [R] ~Y, por
la proposicién ] se obtiene ([R]Z1 A ... A [R]Z) — [R] ~Y, lo cual, por
implicaciéon material, negacién de la conjuncién y la definicién de posibilidad
equivale a ~([R]Z1 A...AN[R]Zp AN (R)Y), por lo que {[R]Z1,...,[R]Z, (R)Y }
es inconsistente en SMM—(n + 1). O

Definicién 8 (R-subordinado). Sean E, un conjunto de férmulas de profun-
didad—p, E; un conjunto de férmulas de profundidad—¢ y [R] un operador
de necesariedad de profundidad—r con 1 < ¢ < p < r. Se utiliza la notacién
E, para indicar que E es una extensiéon de SMM-p, y se dice que F es de
profundidad—p.

Volumen 4, niimero 8 193|



Algunas légicas modales asociadas al razonamiento de agentes inteligentes

Se dice que E, es R-subordinado de E, siy solamente si existe una férmula
Y de profundidad—¢, tal que (R)Y estd en E,, y ademds para cada férmula Z
de profundidad—g, tal que [R]Z estd en E,, se tiene que Y y Z estan en E,.

Proposicién 13 (Extensién R-subordinada consistente y completa). Para
p > 1y X una férmula de profundidad-k con k < p, si E, es una extension
consistente y completa de SMM-p, tal que (R)X estd en E,, donde [R] es un
operador de necesariedad de profundidad—r con k < r, entonces, existe una
extension consistente y completa Ey de SMM—t con t < p tal que, X € Ey y
E; es R—subordinada de Ey,.

Prueba. Sea X una férmula de profundidad—k con k < p, tal que la férmula
(R)X estden E,. A fin de que la extensién pedida sea R-subordinada, se toma
el conjunto Z = {X}U{Y : [R]Y estd en E,}, el cual gracias a la proposicién
[[J es consistente, las férmulas de Z pertenecen a SMM-¢ para algiin ¢t < p, y
utilizando el procedimiento de la proposicién se construye una extension
consistente y completa E; de SMM-, la cual es R-subordinada de FE,. U

Proposicién 14 (Construccién de un n-modelo). Para cada n > 1, si E es
una extension consistente de SMM-n, entonces existe un n—modelo en el cual
todo teorema de E es verdadero.

Prueba. Se define el n-marco (S5, M;, RA) de la siguiente manera: sean
E1,Es, ..., Eg,..., las extensiones consistentes y completas de E (E; es la
inicial J presentada en la proposicién [LI] y las demés R-subordinadas pre-
sentadas en la proposicién [[J). A cada extensién Ej se le asocia un mundo
posible My, sean S el conjunto de tales mundos posibles y M; el mundo actual
(extensiones consistentes y completas inicial y subordinadas corresponden a
los mundos posibles). Las relaciones de accesibilidad de R4 se construyen asf:
si E; es R—subordinado de E; entonces M; RM;, (subordinacién corresponde a
accesibilidad). Observar que, la coherencia de esta construccion, se encuentra
garantizada por las proposiciones [L1 a [L3,

Asociado al m—marco (S, M;, RA), se define el candidato a n-modelo
M = (S, M, RA,V) sobre las férmulas de SMM-n haciendo para cada Mj
en S,V(Mk,X) =1si |FEk X, y V(Mk,X) =0si |FE]€NX, donde Ek es la
extension consistente y completa asociada a Mj. Nétese que V' es una funcion
parcial en el sentido de valuacién, ya que esta definida para cada My, sobre
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todas las férmulas de profundidad—k, por ser Ej completa. Ahora bien, sea T'
una férmula de tipo—t, donde 1 <t < k < n, ya que E}, es consistente, enton-
ces V(My,T) # V(My,~T) y por lo tanto, V (M, T) =1 < V(My,~T) =0,
por lo que se satisface la definicién V' ~. Para afirmar que M es un n—modelo,
se debe mostrar que para cada uno de los conectivos, V' satisface la definicién
de valuacién.

Para todos los casos, sean T una férmula de tipo—t, S una féormula de
tipo—s, donde 1 < s <t <k < n.

Para el caso del condicional. Utilizando la negacién del condicional, y la
introduccién y eliminacién de la conjuncién, se tiene que V(My, T — S) =
0 <:>||—EkN(T — S) Slkpr TA~S < (”_Ek: Ty “—EkNS) =4 [V(Mk,T) =1y
V(My, S) = 0], por lo que se satisface la definicién V' —.

Para el caso de la conjuncién. Utilizando la introduccién y eliminacién
de la conjuncién, se tiene que V(My, T ANS) =1 <ltg, TANS < (IF ExT y
lFpr S) < [V(M,T) =1y V (Mg, S) = 1], por lo que se satisface la definicién
VA.

Para el caso de la disyuncién. Utilizando negaciéon de la disyuncién e
introduccién y eliminacién de la conjuncién, se tiene que V (Mg, T V S) =
0 <=>||—EkN(T vV S) Slkpp~TNA ~S < [“—EkNT y ”—EkNS] =4 [V(Mk,T) =0y
V(My, S) = 0], por lo que se satisface la definicién V'V.

Para el caso del bicondicional. Utilizando equivalencia material, V'V, VA
y V ~ (ya probadas) e introduccién y eliminacién de la conjuncién, se tiene
que V(Mp, T < S) =1 olp, T « S <lkgp (TAS)V (~TAN ~S) &
V(IMg,(TANS)V (~TN ~8))=1< [V(Mg, TANS)=16V(Mg,~TN ~
S) =1 & [V(My,T) = V(M,S) =16 V(M,T) = V(M,S) = 0] &
V(My, T) =V (Mg, S), por lo que se satisface la definicién V' «.

Para el caso de la regla [VR], donde 1 < ¢ < ¢ < p < n, [R] un operador
de necesariedad de profundidad-r con t < r, M), es un mundo asociado a E,,
N, es un mundo asociado a E,, y Z es una férmula de profundidad-¢.

Supéngase que V (M, [R]Z) = 1, por lo que I g, [R]Z, lo cual significa que
[R]Z estda en E,. Si M,,RN,, y entonces E, es R-subordinada de E,,, por lo que
Z esta en Ey, es decir IFgq Z, resultando que V(Ny, Z) = 1. Se ha probado de
esta manera que V (M, [R]Z) =1= (VN, € S)(M,RN, = V(Ny, Z) =1).
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Para probar la reciproca, supéngase que (VN, € S)(M,RNy = V(Ny, Z) =
1). Si V(M,,[R]Z) = 0, entonces al ser M,, el mundo asociado a la extensién
consistente y completa E, resulta que IFg,~[R]Z, es decir por doble negacién
lFgp~ [R] ~~Z, por lo que ~ [R] ~~Z, es decir (R) ~Z esta en E,. Por
la proposicion [LJ existe una extensién consistente y completa E; con g < p,
R-subordinada de E),, tal que ~Z estd en E,, es decir IFg;~Z. Como N,
es el mundo asociado a Ey, entonces M, RNy, lo cual, por el supuesto inicial
implica V(Ny, Z) = 1, es decir IFg, Z, resultando que E, es inconsistente,
lo cual no es el caso. Por lo tanto, V (M, [R]Z) = 1. Se ha probado de esta
manera que (VN, € S)(Mp,RN, = V(Ny, Z) =1) = V(M,,[R|Z) = 1.

Con base en el andlisis anterior, se concluye finalmente que V es una
valuacién, y por lo tanto, M es un n—-modelo.

Para finalizar la prueba, sea X un teorema de E, por lo que IFg; X. Por
lo tanto, utilizando la definicién de V' resulta que V (M7, X) = 1, es decir, X
es verdadera en el n—modelo M = (S, M1, RA, V). ]

Proposicién 15 (n—completitud). Las formulas n—vdlidas son teoremas de
SMM-n, es decir, para cada férmula X de profundidad—n, conn > 1, si X
es n—valida entonces X es un teorema de SMM-n.

Prueba. Sea X una féormula de SMM-n. Si X no es un teorema, entonces,
por la proposicién [LOH, la extensién E, obtenida afiadiendo ~X como nuevo
axioma, es consistente. Asf pues, segiin la proposicién [[4, existe un n-modelo
M tal que todo teorema de FE es verdadero en M, y como ~X es un teorema
de F entonces, ~X es verdadero en M, es decir, X es falso en M, y por lo
tanto, X no es n—vélida. Se ha probado de esta forma que, si X no es un
teorema de SMM-n entonces X no es n—valida, o dicho de otra manera, si X
es n—valida entonces X es un teorema de SManﬂ. ]

Proposicién 16 (Caracterizacién semantica). Si X es una formula de profun—
didad—n, entonces, X esn-vdlida si y solamente si X es un teorema de SMM-
n.

Prueba. consecuencia de las proposiciones f] y [[5. O

"Para llegar a la prueba de completitud se han seguido las directrices dadas por Henkin
en [E] y Kaplan en @], para probar la completitud de la l6gica de primer orden, y del
sistema modal T'.
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7 Sistema SMM

Definicién 9 (Sistema SMM). El lenguaje de SMM, sistema multi-modal con
restricciones, es la unién de los lenguajes de los sistemas SMM-n con n > 1,
por lo que en SMM hay férmulas de tipo arbitrario. El sistema SMM tiene
como unica regla de inferencia primitiva el modus ponens y es axiomatizado
de la siguiente manera: X es un axioma de SMM si y solamente si X axioma
de SMM-n para algiin n > 1. Los teoremas de SMM se definen de la manera

habitual. Para indicar que X es un teorema de SMM se utiliza la notacién
I+ X.

Definicién 10 (Modelo). Los modelos de profundidad arbitraria, o simple-
mente modelos, se definen de la misma forma que se definen los n—modelos,
pero eliminando la restriccién sobre la profundidad del marco asociado. La
férmula X es verdadera en un modelo M = (S, M,, RA, V') (denotado M F X)
si y solamente si V(M,, X) = 1. La férmula X es vdlida (denotado F X) siy
solamente si X es verdadera en todo modelo.

Proposicién 17 (Teoremas de SMM en SMM-n). Sea X wuna formula de
profundidad—p con p > 1, X es un teorema de SMM si y solo si para cada
n>p, X es un teorema de SMM-n.

Prueba. Supdngase que I- X, se probard I, X por induccién sobre la longi-
tud de la demostracion de X en SMM.

Paso base. Si la longitud de la demostracién de X en SMM es 1, entonces
X es un axioma de SMM, pero los axiomas de SMM son axiomas de los
sistemas SMM-n, y como X es de profundidad—p, por definicién de SMM-—p
se puede asegurar que X es axioma de SMM-p, y por lo tanto I-, X.

Paso de induccién. Supdngase que la longitud de la demostracién de X en
SMM es L > 2. Como hipdtesis inductiva se tiene que, si Z es una férmula
de profundidad—p y la longitud de la demostracién de Z en SMM es menor
que L entonces I, Z. Como la longitud de la demostracién de X es mayor
que 2, entonces X es un axioma de SMM o X resulta de aplicar MP en pasos
anteriores de la demostracién. En el primer caso se procede como en el paso
base, en el segundo caso, se tienen en SMM demostraciones de Y yde Y — X,
ambas demostraciones de longitud menor que L, por la hipdtesis inductiva se
infieren I, Y y I, Y — X, por MP se concluye I, X.
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Se ha probado que, si I X entonces IF, X, y utilizando la proposicién M
se obtiene que, si IF X entonces (Vn > p)(I-, X). Para probar la reciproca,
supéngase que I, X, lo cual significa que existe una demostracién de X a
partir de los axiomas de SMM-p, y como los axiomas de SMM—p son axio-
mas de SMM entonces, la demostracién de X en SMM-p también es una
demostracién de X en SMM, por lo tanto IF X. U

Proposicién 18 (Validez de SMM). Para cada formula X, si X es un teo-
rema de SMM entonces X es vdlida.

Prueba. Supdngase que IF X, y que X es una férmula de profundidad—p. Por
la proposicién [L7 resulta que (Vn > p)(IF, X), lo cual segiin la proposicién [
significa (Vn > p)(F, X).

Si no es el caso que F X, entonces existe un modelo M tal que no es el
caso que M F X es decir V(M,, X) = 0 donde M, es el mundo actual, el
cual debe ser de profundidad—qg con ¢ > p, por lo que el modelo M es de
profundidad-g, resultando que no es el caso que &, X, lo cual es imposible ya
que ¢ =2 py (Yn = p)(F, X). Por lo tanto F X. O

Proposicién 19 (Completitud de SMM). Para cada formula X, si X es
vdlida entonces X es un teorema de SMM.

Prueba. Supdngase que E X y que X es de profundidad—p, por lo que en
la construccién de un modelo refutador de la férmula X, resulta una cadena
inconsistente de mundos posibles C' = My M> ... M,, para algin m, donde
p=m =1y M es el mundo actual de profundidad—p, lo cual significa que X
no puede ser refutada por un p-modelo, es decir F, X. Por la proposicién [
se infiere I, X, y por la proposicién [ se obtiene que para cadan > p -, X,
finalmente aplicando la proposicién [ se concluye que I+ X. O

Proposiciéon 20 (Caracterizacién seméntica de SMM). Sea X wuna férmula,
X es valida si y solo si X es un teorema de SMM.

Prueba. consecuencia inmediata de las proposiciones [[§ y [J. O
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8 Conclusiones

Chellas muestra detalladamente en Modal logic: an introduction [L7], como
la semantica de mundos posibles tiene asociada una teoria de corresponden-
cta, la cual permite caracterizar axiomaticamente algunas propiedades que
podrian ser, bajo ciertas circunstancias, semanticamente deseables. Las ldgi-
cas doxdsticas y las logicas epistémicas se definen cominmente como ciertas
l6gicas modales normales caracterizadas por seménticas al estilo Kripke, las
cuales satisfacen algunos axiomas especificos relacionados con la creencia y el
conocimiento respectivamente.

El axioma de consistencia, dice que un razonador no cree inconsisten-
cias, puede ser escrito como [R]X —~[R] ~X, y se encuentra caracterizado
semanticamente por los modelos en los cuales la relacién de accesibilidad aso-
ciada al razonador R es serial, es decir, desde cada mundo posible el razonador
accede a la informacién de algiin mundo. El axioma de conocimiento, dice que
las creencias de un razonador son ciertas, puede ser escrito como [R]X — X,
se considera como el axioma que distingue el conocimiento de la creencia,
ya que el conocimiento se define como una creencia cierta, y se encuentra
caracterizado seméanticamente por los modelos en los cuales la relaciéon de ac-
cesibilidad asociada al razonador R es refieriva, es decir, desde cada mundo
posible el razonador accede a la informaciéon del mundo. El azioma de in-
trospeccion positiva, dice que si un razonador cree algo entonces cree que lo
cree, es decir, el razonador es consciente de lo que él sabe, puede ser escrito
como [R]X — [R][R]X, y se encuentra caracterizado semanticamente por los
modelos en los cuales la relacién de accesibilidad asociada al razonador R es
transitiva, es decir, si desde un primer mundo posible el razonador accede a
la informacién de un segundo mundo y desde el segundo accede a un tercero
entonces desde el primero accede al tercero. El axioma de introspeccion ne-
gativa, dice que un razonador es consciente de lo que él no sabe, puede ser
escrito como ~[R]X — [R] ~[R]X, y se encuentra caracterizado semanti-
camente por los modelos en los cuales la relacién de accesibilidad asociada
al razonador R es euclidiana, es decir, si desde un primer mundo posible el
razonador accede a la informaciéon de un segundo y un tercer mundo enton-
ces desde el segundo accede al tercero. La introspeccién positiva y negativa,
implican que un razonador tiene conocimiento completo sobre que sabe y
lo que no. El arioma de consecuencias o modus ponens para el razonador,
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[R[(X — Y) — ([R]X — [R]Y), dice que si un razonador cree un condicio-
nal y cree su antecedente entonces también cree su consecuente, es decir, el
razonador cree las consecuencias de su conocimiento. Finalmente, la regla de
creencia o regla de necesariedad, dice que los razonadores creen los teoremas,
puede ser escrita como: de X se infiere [R] X, y semanticamente garantiza que,
[R]X es verdadera en un mundo posible dado si y solo si X es verdadera en
todos los mundo accesibles desde el mundo dado. Como consecuencia de la
regla de creencia y del axioma de consecuencias, resulta que el razonamiento
al interior de cada mundo posible se rige por la légica clasica.

Adicionando al cédlculo proposicional cldsico, para cada razonador, los
axiomas de consecuencias y las reglas de creencia, se obtiene un sistema basi-
co, el cual cumple con los requisitos minimos que le permiten ser caracteri-
zado con la semantica de mundos posibles sin restricciones. Este sistema es
conocido como el sistema multi-modal K,,, donde m indica el niimero de ra-
zonadores (operadores de necesariedad), siendo K, la légica normal sobre la
cual se construyen las demas légicas multi-modales normales. Adicionando al
sistema multi-modal K,, los axiomas de consistencia, introspeccién positiva
y negativa se obtiene una logica idealizada de la creencia, conocido como el
sistema multi-modal K D45,,. Si ademas, se adicionan los axiomas de cono-
cimiento, se obtiene una légica idealizada del conocimiento, conocido como el
sistema multi-modal S5,,.

En las proposiciones [ y |, se muestra como la regla de creencia tiene
validez restringida en los sistemas de la jerarquia SMM-n, y por lo tanto en
el sistema SMM (restricciones en el lenguaje del sistema y restricciones en la
profundidad de cada razonador), ademds, en cada uno de estos sistemas se
tiene la regla M P[R] con restricciones en el lenguaje y también en la profun-
didad del operador. Estas restricciones se reflejan, en la seméantica de mundos
posibles, con restricciones en la profundidad de los modelos y de los mundos,
es decir, con restricciones en la longitud de las cadenas de mundos posibles y
del lenguaje asociado a los mundos. Por estas razones, tales sistemas pueden
ser vistos como el sistema de ldgica multi-modal K,, con diversos tipos de
restricciones. Resulta entonces natural, extender los sistemas presentados a
otras légicas, por ejemplo a légicas del conocimiento y la creencia, utilizando
la version con restricciones, del fragmento de la teoria de la correspondencia
presentada mas arriba. La construccion de estas légicas normales con restric-
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ciones, puede ser de interés en el estudio de aspectos meta-légicos relacionados
con las nociones de verdad necesaria, creencia, conocimiento, obligacién, y en
general, de las nociones que suelen ser formalizadas con los operadores de
necesariedad.
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