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Resumen

Se presentan las jerarquias de sistemas SCR—nT4, SCR-nT5 y SCR-nD45 con
n > 3, en las cuales se formaliza la nocién de creencia en el sentido de creencia
justificada, de conocimiento y de conviccion respectivamente, dando como re-
sultado sistemas de légicas doxasticas y epistémicas en los cuales el problema
de la omnisciencia légica puede ser parcialmente controlado. Los sistemas son
caracterizados con semanticas al estilo Kripke, en las cuales, la longitud de las
cadenas de mundos posibles se encuentra restringida en funcién del tipo de ra-
zonador. Asi, la profundidad de un modelo corresponde a la longitud méxima
de las cadenas de mundos posibles que figuren en el modelo, resultando que los
modelos de profundidad n se encuentran asociados a los sistemas deductivos
SCR-—nT4, SCR-—nT5 y SCR-nD45.

Palabras claves: agente, razonador, creencia, l6gica modal, omnisciencia 16gi-
ca, logica doxastica, logica epistémica, modelos de Kripke.

Abstract
The hierarchies of systems SCR—nT4, SCR—nT5 and SCR—nD45 with n > 3
are presented. In these systems the belief notion is formalized in the sense
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Algunas légicas modales asociadas al razonamiento de agentes inteligentes

of justified belief, of knowledge and of conviction respectively, giving systems
of doxastic and epistemic logics as a result where the problem of the logical
omniscience can be partially controlled. The systems are characterized with
Kripke-style semantics. In these semantics, the length of the possible world
chains is restricted in function of reasoner’s type. Moreover, the depth of a
model corresponds to the maxim length of the possible world chains that they
figure in the model, being that the models of depth n are associated to the
deductive systems SCR-nT4, SCR-nT5 and SCR-nD45.

Key words: agent, reasoner, belief, modal logic, logical omniscience, dox-

astic logic, epistemic logic, kripke models.

1 Presentacién

En este trabajo, inicialmente se presenta un enfoque de los agentes inteligen-
tes, en el cual, la nocién de creencia juega un papel fundamental. Se describen
algunas de las caracteristicas que un agente podria tener, y se privilegia la
descripcién de los agentes como sistemas intencionales. Se indica cémo se
formalizan los sistemas intencionales utilizando légicas modales y semanti-
cas de mundos posibles, y se presenta el llamado problema de la omnisciencia
l6gica, en donde se describen las caracteristicas mas problemaéticas de las 16gi-
cas modales normales, cuando se utilizan como légicas del conocimiento y la
creencia.

En [[ll], como una aproximacién a la solucién del problema de la omnis-
ciencia légica, se presentan como extensiones del calculo proposicional clasico,
las jerarquias de sistemas deductivos SCR—(n+1) y CP—n con n > 0. SCR—n
es el sistema de creencias para los razonadores de tipo n'y CP—n es el cdlculo
proposicional asociado a los razonadores de tipo n. Los teoremas de los siste-
mas SCR-n son interpretados como las creencias de un razonador de tipo—n,
mientras en los sistemas CP—n se interioriza la nocién de creencia mediante
el operador [R], en el siguiente sentido: X es una creencia de un razonador
tipo—n (X es un teorema de SCR—n) si y solamente si [R]X es un teorema de
CP-n. La forma como se construyen los sistemas, permite que un razonador
de tipo—(n + 1) sepa que es de tipo—n pero no siempre puede saber que es
de tipo—(n + 1). Lo anterior significa que los razonadores de la jerarquia no
son autoconscientes. La autoconciencia solo se puede garantizar al extender
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los sistemas SCR—n al sistema modal K4. En los sistemas SCR—n el problema
de la omnisciencia légica se encuentra limitado, puesto que, estos sistemas
carecen de la regla de inferencia ‘de X se sigue [R]|X’, y en los teoremas
del sistema el nimero de ocurrencias de operadores de creencia se encuentra
limitado.

En [}, los sistemas de la jerarquia SCR—n con n > 1, son caracterizados
con una semantica al estilo Kripke, en la cual, la longitud de las cadenas de
mundos posibles se encuentra restringida en funcién del tipo de razonador.
Asi, la profundidad de un modelo corresponde a la longitud méxima de las
cadenas de mundos posibles que figuren en el modelo, resultando que los
modelos de profundidad n caracterizan el sistema deductivo SCR—(n + 1).

Finalmente, se presentan en este trabajo, como extensiones de los sistemas
SCR-n, las jerarquias de sistemas SCR-nT4, SCR—nT5 y SCR-—nDA45, en los
cuales se formaliza la nocién de creencia en el sentido de creencia justifica-
da, de conocimiento y de conviccion respectivamente, dando como resultado
sistemas de légicas doxésticas y epistémicas en los cuales el problema de la
omnisciencia légica puede ser parcialmente controlado.

2 Marco tedrico
2.1 Agentes inteligentes

La Inteligencia Artificial se ha ocupado de temas como el razonamiento, la
busqueda, la planificacion, la gestién del conocimiento, el aprendizaje, los sis-
temas expertos, etcétera; siendo aplicable en diferentes disciplinas cientificas.
Las diferentes areas que esta disciplina comprende se integran en la cons-
truccién de sistemas inteligentes como entidades que puedan actuar de forma
auténoma y razonada, estos sistemas son llamados Agentes Inteligentes. Hacia
este campo de estudio y desarrollo se ha enfocado la Inteligencia Artificial,
de tal modo que se define como una disciplina orientada a la construccién de
agentes inteligentes.

Con la tecnologia de agentes, se pretende abordar de una manera mas
apropiada la construccion de sistemas complejos aplicados a diversos campos.
En la mayoria de las ocasiones, los agentes no son desarrollados de forma
independiente sino como un grupo de entidades que constituyen un sistema
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al cual se denomina multi-agente[fJ]. En este caso los agentes deben o pue-
den interactuar entre ellos. Las interacciones méas habituales como informar
o consultar a otros agentes permiten a los agentes “hablar” entre ellos, tener
en cuenta lo que realiza cada uno de ellos y razonar acerca del papel jugado
por los diferentes agentes que constituyen el sistema. La comunicacion entre
agentes se realiza por medio de un lenguaje de comunicacion de agentes.

Desde las diferentes instancias interesadas en el desarrollo de esta tec-
nologia, se avanza en la obtencion de una metodologia comin para la cons-
truccién de agentes inteligentes, con tal metodologia, la aplicabilidad de las
técnicas de Inteligencia Artificial a cualquier tipo de problema podria abor-
darse de una manera mas clara y unificada.

Se pueden distinguir dos nociones extremas de agentes. Una nocién defi-
ne un agente como a una entidad capaz de intercambiar mensajes utilizando
un lenguaje de comunicacién de agentes. Esta es la definicion mas utilizada
dentro de la ingenieria de software basada en agentes, cuyo fin es conseguir
la interoperabilidad entre aplicaciones en el ambito seméntico. Denota un sis-
tema de software o hardware que disfruta de propiedades como autonomia,
sociabilidad, reactividad, iniciativa etcétera. Una segunda nocién de agente
mas fuerte o restrictiva que la anterior es la que considera a un agente como
un sistema que, ademas de las propiedades ya enumeradas, lo define e im-
plementa usando conceptos que normalmente se aplican a los seres humanos.
Por ejemplo, es muy comun caracterizar a un agente utilizando conceptos
mentales como conocimiento, creencia, intencién y obligacién. En [[] se defi-
ne un agente como “una entidad cuyo estado se caracteriza por un conjunto
de componentes mentales, tales como creencias, capacidades, intenciones y
acuerdos”.

2.2 Agentes como Sistemas Intencionales

En general, se caracteriza a los agentes como tomadores de decisiones raciona-
les. Se establece la funcionalidad a través de construcciones “mentales”, como
creencias, deseos e intenciones. Es clara la dificultad de especificar un siste-
ma utilizando este tipo de construcciones, sin embargo, puede ser facil si se
construyen las especificaciones como una serie de “reglas” (férmulas légicas)
como, por ejemplo: “Si el agente—1 cree que el agente-2 cree que la opcidon—1
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estd vacia entonces el agente—1 deberfa creer que el agente—2 tiene informacion
errénea, y el agente—1 debe intentar informar al agente—2 de su error”.

Las creencias se usan generalmente para referirse a la informacion que el
agente tiene sobre su entorno. Esta informacién puede ser incorrecta, de la
misma manera que en un humano la informacién sobre el entorno (su creencia)
puede ser incorrecta. El término intencion se usa para referirse a una meta
que el agente seguird hasta que tenga éxito o falle completamente.

Al explicar una actividad humana, se suele utilizar oraciones como “no
fue a la reunién porque creia que la habian cancelado” o “estudié mucho por-
que queria obtener la mejor nota”. Estas oraciones usan la psicologia popular,
por la que se puede predecir y explicar el comportamiento humano atribu-
yendo actitudes, tales como creencia, deseo y esperanza. La mayoria de las
personas que hayan leido las oraciones anteriores encontraran su significado
enteramente claro.

En [ﬂ] se argumenta que con la postura intencional probablemente se pue-
de describir cualquier cosa. Por ejemplo, considerando un interruptor de la
luz: “Es perfectamente coherente tratar a un interruptor de la luz como a un
agente con la capacidad de transmitir corriente a voluntad, el cual transmite
invariablemente la corriente cuando cree que nosotros queremos que la trans-
mita y no de otra manera; mover el interruptor es simplemente la manera
de comunicar nuestros deseos”. La mayoria de las personas encontraran tal
descripcién absurda e infantil. La razon puede ser que mientras la descripcion
intencional de la postura es perfectamente coherente con el comportamien-
to observado de un interruptor de la luz, y es internamente correspondiente,
“...esto no aporta nada, puesto que, se comprende esencialmente su meca-
nismo de forma suficiente como para proporcionar una descripciéon mecanica
mas simple de su comportamiento”.

En resumen, cuanto més se sabe sobre un sistema, menos se necesita
abordar explicaciones intencionales de su comportamiento. En cambio, con
sistemas muy complejos, ain cuando se disponga de una visién completa y
exacta de la arquitectura del sistema y de su trabajo, puede no ser factible
una explicaciéon mecanica de su comportamiento. Considere un computador,
aunque se tenga su descripcion técnica completa disponible, no es muy factible
acudir a tal descripcién para explicar por qué aparece un menu cuando se
hace clic con el ratén sobre un icono. En tales situaciones, puede ser mas
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apropiado adoptar una postura de descripcion intencional, si esa descripcion
es coherente, y més simple que las alternativas. Las nociones intencionales
seran asi herramientas de abstraccién, que proveerdn una manera conveniente
y familiar para describir, explicar, y predecir el comportamiento de sistemas
complejos.

La teoria de la intencionalidad presentada en dice que para explicar
y predecir el comportamiento de un sistema se pueden tomar tres posturas:
“una postura fisica, con la que se deduce el comportamiento a partir de la
estructura y las leyes de la Fisica, la Quimica, la Biologia; una postura de
diseno, con la que uno abstrae los detalles de la constitucién fisica del sistema
y, suponiendo que ha sido disenado, puede predecir su comportamiento si se
conocen las intenciones del disenador, asi, se puede predecir cuando sonara el
despertador, aunque no se sepa nada de su estructura interna; una postura
intencional, con la que el comportamiento se deduce a partir de los deseos
y creencias que se adscriben al sistema, se trata al sistema como un agente
racional, y se imagina qué creencias y deseos podria tener el agente, dada
su situacién en el mundo, y se predice su comportamiento suponiendo que
actuara para satisfacer esos deseos”.

Resulta que “un sistema intencional es aquel cuyo comportamiento pue-
de predecirse mediante el método de atribuirle creencias, deseos y perspicacia
ractonal, vy puede serlo en distintos grados: uno de primer orden, tiene sim-
plemente estados intencionales (creencias, deseos, etcétera) propios, uno de
segundo orden, tiene ademads, creencias, deseos, etcétera sobre los estados in-
tencionales de otros”.

“En la vida cotidiana se suele adoptar informalmente esta postura in-
tencional respecto a artefactos: ‘el carro no quiere arrancar’, ‘el corrector
ortografico se emperna en corregir esta palabra’ ... Pero, obviamente, se hace
en un sentido metaférico”.

La postura intencional resulta justificada, cuando la complejidad del sis-
tema impide que se pueda predecir su comportamiento mediante una postura
fisica o de diseno; siendo los deseos y creencias, herramientas de abstraccion
lutiles para predecir el comportamiento de un sistema.

Existe una gran variedad de actitudes intencionales que pueden adscribir-
se a los sistemas, actitudes epistémicas como el conocimiento y la sabiduria,
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actitudes dozdsticas como la creencia y la duda, actitudes teleoldgicas como el
deseo y la intencion, actitudes deonticas como la obligacién y el compromiso.

2.3 Formalizacion de las nociones intencionales

Los agentes inteligentes se consideran en la Inteligencia Artificial como siste-
mas cuya conducta se puede predecir atribuyendo creencias, deseos e intencio-
nes. Para representar estos atributos, se emplean diversos formalismos légicos
como la teorfa de la intencién presentada en [ff], la légica multi-modal BDI
(Creencia, Deseo e Intencién; Belief, Desire, Intention) y la familia de 16gi-
cas, para especificar sistemas multiagente, propuesta en [§]. En [f] se acufi6 el
término sistema intencional para describir entidades cuyo comportamiento
puede predecirse atribuyendo creencia, deseo y talento racional.

Las actitudes més apropiadas para representar agentes se pueden clasificar
en dos categorias: las actitudes de informacion tales como creencia y conoci-
miento y las pro—actitudes tales como deseo, intencién, obligacién, propdsito,
preferencia. Entonces, las actitudes de informacién seran las relativas a la
informacién que un agente tiene sobre el mundo que él ocupa, y las pro—
actitudes seran esas que de alguna manera guian las acciones de los agentes.
Se tiene como tema de importancia, determinar qué combinacion de actitudes
sea la mas apropiada para caracterizar a un agente.

A las nociones intencionales, tales como creencia y deseo, no se pueden
aplicar las reglas estdndar de sustitucion de la ldgica cldsica de primer orden.
En légica clésica, el significado o valor semantico de una férmula depende ini-
camente de los significados de sus sub—férmulas. En contraste, las nociones
intencionales tales como creencia no son funciones de verdad, las sustitucio-
nes por términos equivalentes no preservan el significado. Esto es lo que se ha
denominado opacidad referencial. Por esta razdn, la légica clasica no es apro-
piada para razonar sobre nociones intencionales, y se requieren formalismos
alternativos.

Hay dos aspectos a tener en cuenta cuando se construye un formalismo
légico para nociones intencionales: la aproximacién sintactica y la aproxima-
cién semantica. Cualquier formalismo debe caracterizarse en términos de estas
dos aproximaciones diferentes: su sistema deductivo, y sus modelos semdnti-

cos[@).
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Respecto a la aproximacion sintictica, existen dos enfoques fundamen-
tales. El primero es el uso de un lenguaje modal, que contiene operadores
modales que no son funciones de verdad. Un enfoque alternativo implicaria el
uso de un meta—lenguaje, el cual es un lenguaje de primer orden que contiene
términos que denotan férmulas de algin otro lenguaje objeto, de tal forma
que las nociones intencionales pueden representarse utilizando un predicado
del meta—lenguaje. Ambos enfoques tienen sus ventajas y desventajas.

Respecto a la aproximacién seméantica, se tiene un enfoque bésico, y con-
siste en adoptar una semantica de mundos posibles, donde las creencias, cono-
cimientos, metas, y demas caracteristicas del agente, se caracterizan con base
en un conjunto de mundos posibles y una relacién de accesibilidad entre ellos.
La semantica de mundos posibles tiene asociada una teoria de corresponden-
cia[[l0], la cual permite caracterizar axiomaticamente algunas propiedades que
podrian ser, bajo ciertas circunstancias, seménticamente interesantes.

La seméntica de los mundos posibles para légicas de conocimiento y creen-
cia fue propuesta originalmente por Hintikka en 1962, [[(1]]. El aporte de Hin-
tikka fue ver que las creencias de los agentes se podian caracterizar como un
conjunto de mundos posibles. Hintikka acuné el término alternativas epistémi-
cas para describir los mundos posibles dadas unas creencias determinadas. En
la actualidad, es mas comun utilizar la seméntica de los mundos posibles, en
la forma de una légica modal normal que utiliza las técnicas desarrolladas por
Kripke en 1963, [12).

Las ldgicas epistémicas se definen cominmente como ciertas ldgicas mo-
dales normales que utilizan la semantica desarrollada por Kripke y que sa-
tisfacen algunos axiomas especificos relacionados con el conocimiento. Una
l6gica modal normal simple es esencialmente una légica proposicional clasi-
ca, extendida mediante la adicién del operador de necesariedad ‘(1’, donde la
férmula L1X puede leerse “necesariamente X”, y la férmula [JX serd cierta
en el mundo posible especifico si X es cierta en cada mundo posible accesible
desde el mundo posible especifico.

Para utilizar la légica descrita anteriormente como légica epistémica, la
férmula (X se lee como: “se sabe que X”. Los mundos en el modelo se
interpretan como alternativas epistémicas, la relacién de accesibilidad defi-
ne qué alternativas estan disponibles desde cualquier mundo determinado, y
ademads se deben satisfacer ciertos axiomas.
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Los axiomas D, T, 4, y 5 son claves para légicas de conocimiento y la creen-
cia. El axioma D dice que las creencias de un agente son no—contradictorias;
puede ser escrito como X —~ [~ X, que se lee “si el agente cree algo,
entonces el agente no cree lo contrario”. Este axioma parece una propiedad
razonable de conocimiento y la creencia. El axioma T se conoce frecuente-
mente como el azioma de conocimiento, puede ser escrito como [JX — X,
y dice que “lo que el agente conoce (o sabe) es cierto”, se considera como el
axioma que distingue el conocimiento de la creencia, parece razonable creer
algo que es falso, pero habria duda en decir que se sabe algo que es falso. Asi,
el conocimiento frecuentemente se define como una creencia cierta, “el agente
sabe algo si el agente lo cree y ademés es cierto”. El axioma 4, X — OOX,
“si el agente cree algo entonces el agente cree que lo cree”, dice que un agente
es consciente de lo que él sabe, se conoce como el axioma de introspeccion
positiva. La introspeccion es el proceso por el que un observador se provee de
creencias, y se discute de forma detallada en [[f]. De forma similar, el axioma 5
es el axioma de introspeccion negativa, ~L1X — U~0X, y dice que un agente
es consciente de lo que él no sabe. Juntas, la introspeccién positiva y negativa,
implican que un agente tiene conocimiento completo sobre que sabe y lo que
no. Se acepta generalmente que la introspeccién positiva es una propiedad
menos exigente que la introspeccién negativa, al ser una propiedad maés razo-
nable como recurso para razonar de forma definida. Por otro lado, el axioma
K,OX —Y) — (OX — 0OY), dice que si el agente cree un condicional y
cree su antecedente entonces el agente también cree su consecuente, es decir,
el agente cree las consecuencias de su conocimiento. Los axiomas [K], [, D, [
y [ se eligen frecuentemente como una légica idealizada del conocimiento, y
K, O, @l y f como una légica idealizada de la creencia.

Las logicas mencionadas corresponden al conocimiento o creencia de un
unico agente. Para tratar con el conocimiento de multiples agentes, se adiciona
a la estructura del modelo un conjunto indexado de relaciones de accesibili-
dad, una para cada agente. El lenguaje se extiende entonces reemplazando
el operador modal tnico, [J, por un juego indexado de operadores modales
unarios {{J;}, donde i« € {1,...,n}, y cada operador [J; tiene las mismas
propiedades que ‘[, y la formula [J; X se lee como “el agente i cree X”.
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2.4 El problema de la omnisciencia légica

En los sistemas de légicas modales normales se tienen dos propiedades basi-
cas: la primera es la validez del esquema axiomatico K: (X — Y) —
(0X — 0OY), la segunda propiedad, conocida como regla de necesariedad,
dice que: si X es valida entonces [1X también es valida. Dado que K es
valido, serd un teorema de cualquier axiomatizacién completa de una légica
modal normal, y la segunda propiedad aparecerd en general como una regla
de inferencia de cualquier axiomatizacién de una logica modal normal. Estas
dos propiedades resultan ser las caracteristicas mds problemdaticas de las logi-
cas modales normales cuando se utilizan como légicas de conocimiento y la
creencia.

La regla de necesariedad dice que un agente sabe todas las férmulas vali-
das. Entre otras cosas, esto significa que un agente sabrd todas las tauto-
logias proposicionales, y dado que hay un nimero infinito de éstas, un agente
tendra un nimero infinito de elementos de conocimiento. Ahora considerando
el axioma K, el cual dice que el conocimiento de un agente se cierra bajo la
implicacion, junto con la regla de necesariedad este axioma implicard que el
conocimiento de un agente se cierra bajo la consecuencia légica, es decir, un
agente creera todas las consecuencias légicas de sus creencias.

Estos dos aspectos: el saber todas las férmulas vélidas, y el del conoci-
miento o creencia cerrado bajo la consecuencia légica; juntos constituyen el
famoso problema de la omnisciencia l6gica. Se ha argumentado ampliamente
que este problema provoca que el modelo de los mundos posibles sea inapro-
piado para representar creencias en sistemas reales, dado que estos cuentan
con recursos finitos.

Los formalismos para razonar sobre agentes han seguido un largo camino
desde el primer trabajo sobre légicas de conocimiento y creencia debido a
Hintikka en 1962 [[J]. Dentro de la Inteligencia Artificial, quizds el énfasis
principal de los trabajos subsiguientes ha sido intentar desarrollar formalismos
que capten la relacién entre los diversos elementos que comprenden a un
estado cognitivo de un agente. A pesar de que se han realizado progresos,
todavia siguen pendientes muchas cuestiones y problemas fundamentales.

A nivel técnico, el problema de la omnisciencia 16gica no puede conside-
rarse resuelto. La semdantica de los mundos posibles sigue siendo la eleccion
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para muchos investigadores, pero ésta no representa, en general, un modelo
realista para agentes con recursos limitados.

En las secciones siguientes, se presenta una aproximacién, con la cual se
plantea una solucién parcial al problema de la omnisciencia légica. Dicha
aproximacion se inicia construyendo una jerarquia béasica de formalismos, ca-
da uno construido con base en el anterior, de tal forma que en cada nuevo
sistema de la jerarquia el agente incremente su capacidad de razonamiento.
En esta jerarquia la regla de necesariedad no tiene validez general, y su aplica-
cién depende de la capacidad de razonamiento del agente. La caracterizacion
de cada uno de los sistemas de la jerarquia, se logra con una seméntica de
mundos posibles, restringida segin la capacidad de razonamiento del agen-
te. La jerarquia bdsica consta de los sistemas SCR-n (sistema de creencias
para un razonador de tipo—n, donde n es un entero positivo que indica la
capacidad de razonamiento del agente), y a partir de ella se construyen y
caracterizan semanticamente, las jerarquias de sistemas del conocimiento y la
creencia SCR—nT4, SCR—nT5 y SCR—nD45 donde n > 3.

3 Sistemas basicos
3.1 Sistemas deductivos SCR—n (n > 1)

El lenguaje de todos los sistemas de la jerarquia SCR—n (n > 1) consta de los
conectivos binarios —, V, A, <; y los conectivos unarios ~, [R]. El conjunto
de formulas del célculo proposicional clasico CP es generado recursivamente
a partir de un conjunto de formulas atémicas utilizando los conectivos de la
siguiente formas:

1. Si A es una férmula atémica entonces A es una férmula.
2. Si A es una férmula entonces ~(A) es una férmula.

3. Si Ay B son férmulas entonces (A) — (B), (4) < (B), (A)A(B)y
(A) V (B) son férmulas.

El sistema deductivo para el cdlculo proposicional cldsico(CP), consta de los
siguientes axiomas:
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Ax0.1 A—(B—A)
Ax02 (A—-(B—-0C)—(A—B)—(A—-0C))
Ax03 A— (AVB)
Ax04 B — (AV B)
Ax05 (A—-C)—(B—C)—((AvB)—(0))
Ax06 (AANB)— A
Ax0.7 (AANB)— B
Ax08 (A—B)—(A—=-C)—=(A—(BANQO)))
Ax09 A— (~A— B)
Ax0.10 Av ~A
Ax0.11 (A< B)— (A — B)
Ax0.12 (A<~ B)— (B— A)
Ax0.13 (A— B)—[(B— A) — (A< B)].
Como tnica regla de inferencia se tiene el Modus Ponens (MP): de Ay A — B
se infiere B.

Los sistemas SCR—n sistema de creencias para los razonadores de tipo—n
se construyen de la siguiente manera:

SCR-1 es un cdlculo proposicional cldsico (CP).

Para n > 1, SCR—(n + 1) es el mismo sistema SCR-n adicionando [R]A
como axioma a cada axioma A, y representando internamente las reglas de
inferencia primitivas, es decir:

A es una férmula de SCR-—n = Ay [R]A son férmulas de SCR—(n + 1)

A, B son férmulas de SCR—(n+1) == AANB, AVB,A— B, A~ By
~A son férmulas de SCR—(n + 1)

A es un axioma de SCR-—n = A y [R]A son axiomas de SCR—(n + 1)
[R](A — B) — (|R]A — [R]B) es un axioma de SCR—(n + 1).

Los sistemas tienen como tnica regla de inferencia el modus ponens (MP).

Se dice que una féormula A es un teorema de SCR-n, o que el razonador
cree o acepta A (A es cierto sobre el sistema SCR-n), denotado I, A, siy
solamente si A es la dltima féormula de una sucesién finita de férmulas, tales
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que cada una de ellas es un axioma de SCR-n o se infiere de dos féormulas
anteriores utilizando la regla de inferencia MP. Cuando A es un teorema de
SCR~1, es decir de CP, se utiliza la notacién + A.

Un resultado de interés, el cual serd utilizado més adelante, y cuya prueba
se encuentra presentada en [ﬂ], es el siguiente.

Proposicién 3.1 (Creencia de la conjuncién). Para cadan > 1 se tiene que,
un razonador de tipo—n cree una conjuncion si y solamente si el razonador
cree cada uno de los coyuntos

Ik, [R](AAB) < ([RIAN[R]B),paran > 2.

3.2 n—modelos

Los marcos y modelos para los sistemas de la jerarquia SCR—n (n > 1) tienen
similitudes con los marcos y modelos de las légicas normales, pero también
tienen diferencias, ademads en los nuevos marcos y modelos se cambia la pre-
sentacién al hacer explicito en el mundo actual.

Definicién 3.1. M = (S,M;,R) es un marco si y solamente si S es un
conjunto, Mj es un elemento de S y R es una relaciéon binaria sobre .S. Los
elementos de S son llamados mundos posibles, el mundo posible M7 es llama-
do el mundo actual, y la relacién R es llamada relacion de accesibilidad (la
relacién asociada al razonador R).

Si My, Ms,...,Myi11(n > 0) son mundos posibles diferentes entre si y
C = MM,... MM, entonces, C es una cadena de M si y solamente si
(VE,1 < k < n)(MyRMj1). En el caso anterior se dice que la profundidad de
C es n (prof(C) = n), por lo que, la cadena formada por un tinico mundo,
el mundo actual Mj, tiene profundidad 0. Observar que una cadena tiene
profundidad n significa que la cadena esta formada por n+1 mundos posibles.

Si M, es un mundo posible del marco M, se dice que: la profundidad de
M, es k(prof(M,) = k) si y solamente si k = maz{p : prof(C) = p, C es
una cadena de M y M, es el extremo final de C'}. Se dice que la profundidad
del marco M = (S, My, R) es k(prof(M) = k) si y solamente si k = max{p :
prof(M) =py M, € S}.
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Definicién 3.2. Sea M = (S, M;, R) un marco y F el conjunto de todas las
férmulas, M = (S, My, R, V) es un n-modelo (modelo de profundidad n) si'y
solamente si prof(M) < n y ademds V es una funcién (valuacién) de S x F
en {0, 1} la cual satisface, para cada mundo posible M, las siguientes reglas
o condiciones:

Vat.  V(Mz,p) =16 V(My,p) =0 cuando p es una férmula atémica
Vo~ V(MI,NA) =16 V(M,A) =0

VA. V(Mg AAB) =1 V(M,,A) =1=V(M,,B)

Vv. V (M, A\/B) =0< V(M,,A)=0=V(M,,B)

V. (Mx,AHB)_O@V(Mx,A)—1yV(Mx,B)_0

V. V(My, Ao B)=1s V(M,A) =V(M,,B)

VIR]. V(My, [R]A) =1 < (VM € S) (M RM, = V(M,,A) =1),

cuando prof(M;) < n.

Observar que, respecto a los conectivos —,«,V, A y ~, las valuaciones en
cada mundo posible son valuaciones tradicionales en el sentido de la légica
clasica.

Definicién 3.3. Sea A una férmula,

A es verdadera en el n-modelo M = (S, M, R, V') (denotado M F,, A) &
V(M A) = 1.

A es n-vdlida (denotado F,, A) < (VM, M un n-modelo)(M F,, A).

Observar que cuando se habla de 0—validez, se hace referencia a los 0—modelos,
pero en estos modelos no aplica la regla [V]R], es decir, los 0-modelos son los
modelos del calculo proposicional clasico CP, por lo que O-validez coincide
con validez en CP.

Resulta entonces que una férmula A no es n—valida si y solamente si (M,
M un n-modelo)(M no F, A), es decir, (3M = (S, My, R, V), M un n—
modelo)(V (M, A) = 0). Por lo que, si la féormula A no es valida, utilizando
las reglas V. ~, VA, VV, V — V < y V[R] a partir de V(M;,A) = 0,
se construye un n—modelo M = (S, M;, R, V) que refute la validez de la
férmula A, este modelo es llamado n—modelo refutador. Pero si la férmula A
es valida, entonces la construccion del n—modelo refutador fracasara puesto
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que, en alguno de los mundos posibles (bien sea M; o un mundo generado por
la aplicacién de la regla V[R]) del modelo en construccién se presentard una
inconsistencia.

En resumen, para probar la n—validez de una férmula A, se supone que la
férmula A no es n—vélida, es decir, es falsa en el mundo actual M, y a partir
de esta informacion se construye el n—modelo refutador. Si tal n—modelo no
existe entonces se concluye que la férmula A es vélida.

Para finalizar esta seccién, se presenta una proposicién, cuya prueba se
encuentra en [J], y en la cual se establece la conexién entre los sistemas de-
ductivos y los n—modelos.

Proposicién 3.2 (Caracterizacién semantica de SCR—(n + 1)). Para cada
n > 0, y para cada formula X, los teoremas del sistema SCR—(n + 1) son
formulas n—vdlidas y solo ellas.

g1 X <k, X

4 Sistemas doxasticos y epistémicos
4.1 Sistemas deductivos SCR—nD45, SCR—nT4, SCR—~T5 (n > 1)

Definicién 4.1.

D es el esquema [R]X —~[R] ~X (consistencia)

T es el esquema [R]X — X (conocimiento)

4 es el esquema [R|X — [R][R]X (introspeccién positiva)

5 es el esquema ~[R]X — [R] ~[R]X (introspeccién negativa).
Observar que el esquema [[J, por implicacién material y negacién de la
conjuncién es equivalente a ~([R]X A [R] ~X), lo cual por la proposicién B.1],

creencia de la conjuncidn, significa ~[R](XA ~X); lo anterior significa que el
esquema D garantiza la consistencia de las creencias que el razonador acepta.
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En términos del operador de creencia [R], se define el operador de posibi-
lidad (R) de la forma

(R)X =ges~[R] ~X,

donde (R)X se lee el razonador R considera posible X .

Observar que por la definicién de posibilidad se tiene (R) ~X «<~[R] ~~X,
lo cual por doble negacionf] es (R) ~ X «~[R]X, y por transposicion en
el bicondicional resulta ~(R) ~X « [R|X. Se tiene de esta forma que el
operador de creencia puede ser definido en términos del operador de posibi-
lidad. Esta tultima equivalencia sera también referenciada como definicion de
la posibilidad.

Definicion 4.2. Los sistemas SCR—nT4, SCR-nT5 y SCR—nD45 donde n >
3 se obtienen a partir del sistema SCR-—n de la siguiente forma:

Los sistemas SCR—2T y SCR-2D se obtienen a partir del sistema SCR—2
agregando como axiomas los esquemas [I] y [} respectivamente. Los sistemas
SCR-3T y SCR-3D se construyen de la siguiente forma:

e X es una férmula de SCR2T = X y [R]X son férmulas de SCR-3T
e X es una férmula de SCR-2D = X y [R]X son férmulas de SCR-3D

e X, Y son férmulas de SCR-3T = X AY, XVY, X >Y X <Yy
~ X son férmulas de SCR-3T

X, Y son férmulas de SCR-3D = X AY, XVY, X Y X <Yy
~ X son férmulas de SCR-3D

e X es un axioma de SCR-2T = X y [R]X son axiomas de SCR-3T
e X es un axioma de SCR-2D = X y [R]X son axiomas de SCR-3D.

Los sistemas SCR-3T4 y SCR-3T5 se obtienen a partir del sistema SCR—
3T agregando como axiomas los esquemas [] y [fl respectivamente. Los sistemas

'Los siguientes son resultados muy conocidos de CP, los cuales son utilizados en este
trabajo. Doble negacién: A «~n~A. Transposicién: (A — B) < (~B —~A). Transposicién
en el bicondicional: (A < B) < (~B «<>~A). Equivalencia material: (A < B) < ((A —
B) A (B — A)). Silogismo hipotético: (A — B)A (B — C)) — (A — C).
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SCR—(n+ 1)T4 y SCR—(n + 1)T5 donde n > 3 se construyen de la siguiente
forma:

e X es una férmula de SCR-—nT4 = X y [R]X son férmulas de SCR~
(n+1)T4

e X es una férmula de SCR-—nT5 = X y [R]X son férmulas de SCR~
(n+1)T5

e X, Y son férmulas de SCR—(n+1)T4 = XAY, XVY, X - Y, X <Y
y ~ X son férmulas de SCR—(n + 1)T4

e X, Y son férmulas de SCR—(n+1)Th = X AY, XVY, X -V, X <Y
y ~ X son férmulas de SCR—(n + 1)T5

e X es un axioma de SCR—nT4 = X y [R]X son axiomas de SCR-
(n+1)T4

e X es un axioma de SCR—nT5 = X y [R]X son axiomas de SCR-
(n+1)T5.

El sistema SCR-3D45 se obtiene a partir del sistema SCR-3D agregando
como axiomas los esquemas [ y . Los sistemas SCR—(n + 1)D45 donde n > 3
se construyen de la siguiente forma:

e X es una férmula de SCR-—nD45 = X y [R]X son férmulas de SCR-
(n+1)D45

e X, Y son férmulas de SCR—(n + 1)D45 = X AY, X VY, X — Y,
X <Y y ~ X son férmulas de SCR—-(n + 1)D45

e X es un axioma de SCR—nD45 = X y [R]X son axiomas de SCR-
(n+ 1)D45.

Para indicar que una féormula X es un teorema de alguno de estos sistemas
se utiliza la notacion IF,74 X, k75 X v Ik, pas X respectivamente.

Mientras no se diga lo contrario, en lo que sigue siempre que se haga
referencia a los nuevos sistemas, se entiende que n > 3.
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Proposicién 4.1 (Esquema T' como posibilidad). En los sistemas SCR-nT},
y SCR-nT5 se infiere para cada formula X

X — (R)X.

Prueba. Por el esquema T se tiene [R] ~X —~X, lo cual por transposicion
equivale a X —~[R] ~ X, y esto por la definicién de posibilidad significa
X — (R)X. O

Proposicién 4.2 (Esquema 5 como posibilidad). En los sistemas SCR-nT5
y SCR-nD/45 se infieren para cada formula X :

(R)X — [R](R)X
(R)[R]X — [R]X .

Prueba. Del esquema fj se tiene ~[R] ~X — [R] ~[R] ~X, lo cual, por la
definicién de posibilidad, significa (R)X — [R](R)X. Para probar la segunda
parte de la proposicién, notar que de la primera parte se obtiene (R) ~X —
[R](R) ~X, por transposicion se infiere ~[R](R) ~X —~(R) ~X, por doble
negacion resulta ~[R] ~~(R) ~X —~(R) ~X, lo cual por la definicién de
posibilidad significa (R)[R]X — [R]X. O

Proposicién 4.3 (Esquema 4 en SCR-nT5). En el sistema SCR—nT5H se
infiere el esquema [{.

lFnrs 4.
Prueba. Por el esquema T se tiene [R](R)[R]Y — (R)[R]Y, y como de la
proposicién .3 se tiene (R)[R]Y — [R](R)[R]Y, entonces por equivalencia
material resulta (R)[R]Y «+ [R](R)[R]Y, y como de la proposicién [L.1] se tiene
[R]Y — (R)[R]Y, se infiere [R]Y — [R](R)[R]Y . De la proposicién .9 se tiene

(R)[R]Y — [R]Y, y como se tiene [R]Y — (R)[R]Y, por equivalencia mate-
rial resulta [R]Y < (R)[R]Y, y como también se tiene [R]Y — [R](R)[R]Y,
entonces resulta [R]Y — [R][R]Y, es decir, el esquema [ O

Definicién 4.3. Se dice que un razonador R de tipo—n sabe que acepta (o
sabe que cree) X, denotado [[R]][R]X siy solamente si el razonador cree X y
ademas cree que acepta X, es decir,

R sabe que cree X < [[R]][R]X < ([R]X A [R][R]X).
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Se dice que un razonador R de tipo—n sabe que no acepta (o sabe que no
cree) X, denotado [[R]] ~ [R]X si y solamente si el razonador no cree X y
ademas acepta que no cree X, es decir,

R sabe que no cree X < [[R]] ~ [R]X & (~ [R]X N [R] ~ [R]X).

Proposicién 4.4 (Creer que no se acepta es saber que no se acepta). Un
razonador de tipo-nT5 cree que no acepta algo si y solamente st sabe que no
lo acepta.

IFnrs~[R]X <lFnrs [[R]] ~[R]X
IFprs~[RIX < [R] ~[R]X .

Prueba. Supéngase Ik, r5~[R] X, por el esquema [ resulta I-,75 [R] ~[R] X,
al tener Ik, 75~[R]X y Ib,p5 [R] ~[R]X, por la definicién [[.J se obtiene I-,715
[[R]] ~[R]X. Para la reciproca, basta notar que por el esquema [I], de IF,r
[R] ~[R]X se sigue IF,r5~[R]X. La segunda parte resulta por equivalencia
material en los esquemas 5y T. O

Proposicién 4.5 (Creer que se acepta es saber que se acepta). Un razonador
de tiponT4 o tipo-nT5 cree que acepta algo si y solamente si sabe que lo
acepta.

IFnra [RIX & IFnrg [[R])[R]X
IFnrs [RIX < IFyrs [[R]][R]X
IFnra [R]IX < [R][R]X
Fnrs [RIX < [R][R]1X .

Prueba. Supéngase IF,7r4 [R]X, por el esquema [ resulta I-,74 [R][R]X,
al tener I,y [R]X v Inra [R][R]X, por la definicién .3 se obtiene IF,74
[[R]][R]X. Para la reciproca, basta notar que por el axioma T, de IF,714
[R][R]X se sigue IF,74 [R]X. La segunda parte, gracias a la proposicién
se prueba como la primera. Las dos 1ltimas partes resultan por equivalencia
material en los esquemas [ y [[].

De las proposiciones f.d y [L.H se tiene que un razonador de tipo-—nTS5,
cuando cree que acepta algo realmente sabe que lo acepta (introspeccién po-
sitiva), y cuando cree que rechaza algo realmente sabe que lo rechaza (intros-
peccién negativa), por lo que el operador de creencia de los razonadores de
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tipo—n'T5 puede ser interpretado como un operador de conocimiento, es decir,
los sistemas de la jerarquia SCR—nT5 donde n > 3 son ldgicas epistémicas.
Los razonadores de tipo—nT4 sélo poseen introspeccion positiva, por lo que
el operador de creencia de los razonadores de tipo—nT4 no puede ser inter-
pretado como en los razonadores de tipo—nT5H, en [B] es interpretado como
creencia justificada. Los razonadores de tipo-nD45 no poseen ningin tipo
de introspeccién, pero al tener el esquema [D], son consistentes respecto a las
creencias que aceptan, por lo que el operador de creencia es interpretado como
creencia en el sentido de conviccion. Por lo que, los sistemas de las jerarquias
SCR—nT4 y SCR—nD45 donde n > 3 son ldgicas doxdsticas. O

Proposicién 4.6 (Consistencia de las creencias de los razonadores). Los
razonadores de tiponT4 y tipo-nT5 son consistentes respecto a las creencias
que aceptan.

lFpra D
lFnrs D.

Prueba. Por el esquema [[] se tiene [R]X — X, y por la proposicién [L] se
tiene X — (R)X, por silogismo hipotético se infiere [R]X — (R)X, es decir,
el esquema D] O

4.2 Semantica de los sistemas SCR—nD45, SCR—~nT4, SCR—nT5
(n>1)

Definicion 4.4. Sea D una relacién de accesibilidad,

D es refleriva si y sélo si todo mundo accede a si mismo, es decir,
Vs(s D s)

D es serial si y sélo si todo mundo accede a algiin mundo, es decir
Vs3t(s D t)

D es transitiva si y so6lo si un primer mundo accede a un segundo y el
segundo accede a un tercero entonces el primer mundo también accede
al tercero, es decir VsVtVu((s Dt At Du) — s D u)
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D es euclidiana si y sélo si cuando un mundo accede a otros dos entonces
estos mundos acceden entre si, es decir, VsVtVu((s D tAs D u) —t D u)

Definicion 4.5.

Un nT4-modelo paran > 3 es un n—-modelo (modelo de profundidad n)
en el cual la relacién de accesibilidad es reflexiva y transitiva.

Un nT5-modelo para n > 3 es un n—modelo en el cual la relaciéon de
accesibilidad es reflexiva y euclidiana.

Un nDj5-modelo para n > 3 es un n—modelo en el cual la relacion de
accesibilidad es serial, transitiva y euclidiana.

Una férmula X es nT4-vdlida (F=n74 X) siy solamente si X es verdadera
en todos los nT4-modelos.

Una férmula X es nT5-vdlida (F=n75 X) siy solamente si X es verdadera
en todos los nTb-modelos.

Una férmula X es nD45-vdlida (Fnp4s X) si y solamente si X es ver-
dadera en todos los nD45—modelos.

Proposicién 4.7 (Caracterizaciéon seméntica de SCR-—nT4, SCR-nT5y SCR-nD45).
Para cada formula X se tiene:

Fura X & IFpyyrs X
Fars X & IFppyrs X
Fnpas X € IF(ng1ypas X

Prueba. Se tiene como consecuencia inmediata de la proposicion y de
los siguientes resultados de la teoria de la correspondencia presentada en
[La]: el esquema [T] se encuentra semanticamente caracterizado por los marcos
reflexivos, el esquema [] por los marcos transitivos, el esquema [f] por los marcos
euclidianos, y el esquema [[J por los marcos seriales. ]
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5 Anotaciones finales

Para finalizar, observando los resultados obtenidos, se hacen las siguientes
anotaciones:

Primera: cuando se tiene un razonador de tipo-X (donde X es nT4, nT5
6 nD45 con n > 3), la nocién de profundidad del sistema SCR-X, en cier-
to sentido, mide la capacidad del razonador para hacer inferencias en lo que
respecta al operador de creencia, es decir, razonadores de distinto tipo tienen
diferente poder de razonamiento y este poder de razonamiento puede ser me-
dido. Lo anterior puede ser 1util en el modelamiento de agentes, puesto que a
partir de las limitaciones reales del agente, podria determinarse su poder de
razonamiento, es decir, su tipo, y por lo tanto decidir con cual sistema de las
jerarquias SCR—nT4, SCR—nT5 y SCR—nD45 con n > 3 se debe iniciar su
modelamiento.

Segunda: para construir los sistemas SCR-—nT4, SCR—nT5 y SCR-—nD45
con n = 3, a partir de las logicas de la jerarquia SCR-n con n > 1, fueron
utilizadas las metodologias de la teoria de la correspondencia, dando como
resultado sistemas de l6gicas doxdsticas y epistémicas en los cuales el problema
de la omnisciencia légica es parcialmente controlado.

Tercera: en la préctica, cuando se quiere modelar el conocimiento o la
creencia de varios agentes, que de alguna manera estin interactuando, se
utilizan las légicas multi-modales, en las cuales cada agente tiene asociado
un operador de creencia (para més informacién ver [[[4]).

Teniendo en cuenta lo anterior, y aceptando la presentacion de los sistemas
de las jerarquias SCR—nT4, SCR-—nT5 y SCR—nD45 (donde n > 3), parece
natural continuar con la construccién de jerarquias de sistemas multi—agente,
donde los razonadores o agentes pueden ser de diferente tipo.
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