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Resumen

En este trabajo se muestra la posibilidad de predecir el estado de un individuo
infectado por el virus de la hepatitis C y el monitoreo de la evolución de su
carga viral y daño hepático, sin necesidad de biopsias, mediante la estimación
numérica de los parámetros de un modelo matemático de cuatro poblaciones
(hepatocitos sanos y enfermos, carga viral y células T citotóxicas), usando
mediciones de la carga viral y células T citotóxicas. También se muestra que
la población de células T citotóxicas no influye significativamente en la es-
timación de los parámetros, por lo que es suficiente la medición de la carga
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3 Maestro en ciencias, jorge.lopez@dacb.ujat.mx, profesor de la División Académica de
Ciencias Básicas, UJAT, Tabasco–México.
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viral y el modelo reducido a tres poblaciones (hepatocitos sanos, enfermos y
carga viral) para diagnosticar la evolución de la enfermedad de un individuo
infectado.

Palabras claves: hepatitis C, carga viral, células T citotóxicas, parámetro
umbral, estimación de parámetros.

Resumo
Neste trabalho mostra-se a possibilidade de pré-dizer o estado de um in-
div́ıduo infectado pelo v́ırus da hepatite C e o monitoramento da evolução
do seu ónus viral e dano hepático, sem necessidade de biopsias, mediante
a estimação numérica dos parâmetros de um modelo matemático de quatro
populações (hepatócitos sãos e doentes, ónus viral e células T citotóxicas),
usando medições do ónus viral e células T citotóxicas. Também mostra que a
população de células T citotóxicas não influi significativamente na estimação
dos parâmetros, pelo qual é suficiente a medição do ónus viral e o modelo
reduzido a três populações (hepatócitos sãos, doentes e ónus viral) para dia-
gnosticar a evolução da doença de um indiv́ıduo infectado.

Palavras chaves: hepatite C, ónus viral, células T citotóxicas, parâmetro
umbral, estimação de parâmetros.

Abstract
In this work is shown the possibility to predict the stage of a person infected
by hepatitis C virus, and the monitoring of the viral load and hepatic damage,
without liver biopsies. This is done by numerically estimating the parameters
of a mathematical model involving four populations (uninfected liver cells,
infected liver cells, viral load and T killer cells) and using a few measurements
of viral load and T killer cells. Also, is shown that the influence of the T killer
cells population is insignificant in this process, concluding that measurements
of viral load and the reduced model of three populations (uninfected liver
cells, infected liver cells and viral load) is enough to predict the evolution of
an infected person.

Key words: hepatitis C, viral load, cytotoxic T cells, threshold parameter,

parameter estimation.

1 Introducción

La Organización Mundial de la Salud (OMS) ha reconocido que la infección
crónica por el virus de la hepatitis C (VHC) representa un problema fuerte
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de la salud pública. Afecta a alrededor de 200 millones (aproximadamente
el 3%) de la población mundial [1], y entre el 0,7 y 1,6% de la población
mexicana [2, 3, 4]. No existe vacuna para la hepatitis C y tampoco una cura
muy exitosa. Una vez que un niño contrae una infección crónica por el VHC, en
la mayoŕıa de los casos, la infección durará toda la vida [5]. Los pacientes con
hepatitis C suelen estar totalmente asintomáticos durante largos periodos. Se
ha estimado que el tiempo promedio entre la infección inicial y el diagnóstico
de hepatitis C crónica, cirrosis, y carcinoma hepatocelular, es de 10, 20 y 30
años, respectivamente [6, 7]. Hay pacientes que pueden desarrollar carcinoma
hepatocelular directamente de una hepatitis C crónica, sin desarrollar antes
una cirrosis, especialmente aquéllos con genotipo 1b [7]. Entre el 5 y 6% de
los bebés nacidos de mujeres infectadas contraen la infección de sus madres
y la mayoŕıa de dichos infantes desarrollará una infección crónica. Entre el
15 y 25% de los adultos expuestos al virus podrán combatir la infección y
recuperarse, pero entre el 75 y 85% restante padecerá una infección crónica
de por vida [5]. Actualmente el tratamiento más eficaz del que se dispone para
combatir la infección aguda y crónica de hepatitis C es el interferón pegilado
α−2a ó α−2b combinado con ribavirina [8, 9, 10]. Aproximadamente el 50%
de los pacientes tratados en los ensayos cĺınicos, dependiendo del genotipo de
la hepatitis C, son capaces de eliminar el VHC y curarse [10]. Este tratamiento
es altamente beneficioso tanto para evitar la aparición de cirrosis, como para
reducir el número de pacientes que hubiesen requerido un trasplante hepático
por la evolución terminal de la cirrosis, o por haber desarrollado un carcinoma
hepatocelular.

Una biopsia de h́ıgado es una técnica invasiva que se usa para evaluar
el grado del daño hepático (inflamación, fibrosis, cirrosis o carcinoma hepa-
tocelular). Ésta es la mejor herramienta de la que se dispone hasta ahora para
una evaluación inicial del daño hepático, y para la evaluación de la eficacia
del tratamiento con medicamentos [11, 12, 13]. La biopsia de h́ıgado se utiliza
comúnmente cuando el enfermo se encuentra en la fase inicial a media de
la enfermedad, pues en otro caso, aumentan los riesgos de complicaciones
relacionados [14, 15].

La evaluación de la carga viral del VHC es una técnica reciente que permite
conocer la intensidad de la infección en función del número de part́ıculas
virales que circulan por la sangre. Aśı que un propósito central del tratamiento
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es conseguir una disminución significativa de la carga viral. Aunque no se ha
logrado establecer una correlación entre la carga viral y el estado de salud
del h́ıgado, se acepta que mientras más baja sea la carga viral, hay mayores
posibilidades de responder bien al tratamiento contra el VHC [16]. Con el uso
del conteo de la carga viral para evaluar el grado de infección en el paciente,
se podŕıa evitar la biopsia.

Los modelos matemáticos pueden ser útiles para evaluar el daño hepático
causado por el virus de la hepatitis C, evaluar la evolución de la carga viral y
la dinámica de la respuesta inmune del individuo infectado, aśı como evaluar
el grado de eficacia de la medicación frente al virus [1, 17, 18, 19, 20, 21,
22, 23, 24, 25, 26, 27]. En [20] se presentan tres resultados sobre la dinámica
de la hepatitis C, usando el modelo estándar reducido a tres poblaciones
(hepatocitos sanos y enfermos, y carga viral), y el modelo de la dinámica
viral con ALT. El primer resultado muestra que el parámetro umbral R0 es
el mismo para ambos modelos; el segundo resultado muestra que la ecuación
adicional que describe la dinámica del nivel de concentración de las enzimas
ALT en el segundo modelo, no influye significativamente en la estimación de
los parámetros que determinan R0; y el tercer resultado muestra que es posible
el monitoreo de la evolución de la carga viral y el daño hepático, mediante
la estimación numérica de los parámetros considerando solamente un número
aceptable de las mediciones de la carga viral y del nivel de concentración de
las enzimas ALT, y la propuesta de razonables condiciones iniciales.

En este trabajo se reafirma el tercer resultado de [20], pero empleando
el modelo (1) propuesto por [26] de cuatro poblaciones (hepatocitos sanos y
enfermos, carga viral y células T citotóxicas) para la dinámica de la hepatitis
C, cuyo parámetro umbral R0 está dado en (2) y es el mismo parámetro
umbral de los modelos que se dan en [20]. El primer objetivo consiste en
mostrar que es posible predecir el estado de un individuo infectado por el
virus de la hepatitis C, y el monitoreo de la evolución de su carga viral y
daño hepático (sección 3), sin necesidad de biopsias, mediante la estimación
numérica del parámetro umbral R0 y demás parámetros del modelo (1), pero
ahora considerando solamente un número aceptable de mediciones de la carga
viral y de células T citotóxicas, y la propuesta de razonables condiciones
iniciales que bien la cĺınica puede aportar. El segundo objetivo consiste en
mostrar que las células T citotóxicas, no influyen significativamente en la
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estimación de los parámetros del modelo (1), mediante un estudio comparativo
(sección 4) de la estimación numérica de los parámetros de dicho modelo con
los parámetros de los modelos que se reportan en [20].

2 Modelo matemático de la hepatitis C

Un modelo matemático que estudia la dinámica de la hepatitis C fue pro-
puesto en [26], y está dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden:

�

Hs = βs − kHsV − µsHs
�

H i = kHsV − δHiT − µiHi
�

V = pHi − µV V
�

T = βT

(

1 − T

Tmáx

)

V − µT T ,

(1)

donde Hs(t) es la población (células/mm3) de hepatocitos sanos en el h́ıgado
al tiempo t. Se supone que se generan a una tasa constante βs y mueren a
una tasa per cápita µs. Hi(t) es la población (células/mm3) de hepatocitos
infectados (enfermos) en el h́ıgado al tiempo t. Se supone que los hepatocitos
sanos Hs son infectados y se convierten en Hi, con una tasa proporcional
al producto del número de hepatocitos sanos Hs por la carga viral V , con
constante de proporcionalidad k. V (t) es la carga viral (cantidad de ácido
ribonucleico (ARN) o material genético del VHC) que circula en la sangre al
tiempo t. Se mide en unidades internacionales por mililitro de sangre (UI/mL)
o en copias/mL. Se supone que los VHC se producen dentro de un hepatocito
infectado Hi a una razón de p viriones por hepatocito infectado por d́ıa, y
mueren a una tasa de mortalidad per cápita µV . Dado que los hepatocitos
infectados Hi mueren a causa de la replicación del VHC en su interior, se
supondrá que mueren a una tasa per cápita µi, µi > µs. T (t) es la población
(células/mm3) de células T citotóxicas al tiempo t, también llamadas células
T killer (células de tipo CD8+ que destruyen las células infectadas). Se su-
pone que las células T citotóxicas destruyen a los hepatocitos infectados Hi

a una tasa proporcional al producto del número de hepatocitos infectados Hi
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por el número de células T killer, con constante de proporcionalidad δ. Ba-
jo la presencia de los VHC, las células T citotóxicas se producen de manera
proporcional a la carga viral V con una tasa de saturación βT (1 − T/Tmáx),
donde βT es la tasa de reproducción de las células T citotóxicas al ignorar el
supuesto de saturación, y Tmáx es el nivel máximo de células T citotóxicas en
el organismo. Por otro lado, se supone que dichas células mueren a una tasa
per cápita µT .

Modelos similares han sido estudiados por [17, 19, 20, 21, 23, 24, 27, 28],
entre otros. Un primer aspecto por resaltar es que el dominio de definición
del sistema (1) con sentido biológico es el conjunto positivo

R
4
+ =

{

(Hs,Hi, V, T ) ∈ R
4 | Hs > 0,Hi > 0, V > 0 y T > 0

}

.

Aunque en realidad si µi > µs, se demuestra en [26] que la dinámica de
este sistema está restringida al subconjunto positivamente invariante: Ω ⊂ R

4
+

Ω =











(Hs,Hi, V, T ) ∈ R
4
+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

HM > Hs > 0 , HM > Hi > 0 ,

HM > Hs + Hi , VM > V > 0 y

TM > T > 0 .











,

donde HM = βs/µs, VM = (p/µV ) HM , TM = (βT /µ∗

T )VM < Tmáx y
µ∗

T = µT + (βT /Tmáx) VM . El conjunto Ω es positivamente invariante con
respecto a (1), en el sentido de que toda trayectoria solución de (1) con con-
diciones iniciales en Ω permanece en Ω para todo t > 0. HM representa el
tamaño máximo de la población de hepatocitos sanos en un miĺımetro cúbico
de h́ıgado de un individuo sano, VM la cantidad máxima de viriones que todos
los hepatocitos pueden producir durante toda su vida media, y TM el número
máximo de células T citotóxicas generadas en un individuo con hepatitis C.
El parámetro umbral del modelo está dado por

R0 =
kpβs

µiµsµV

. (2)

A R0 también se le llama número de reproductividad básico del virus, pues
su valor juega un papel central en el estudio cualitativo del comportamiento
global de las soluciones de (1) (es decir, del comportamiento de la evolución
de la enfermedad hacia la cura o bien hacia la enfermedad crónica), con im-
plicaciones relevantes para el tratamiento de la hepatitis C.
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Los resultados centrales del análisis de (1) son:

A). Si R0 6 1, entonces (1) tiene un solo estado de equilibrio admisible en
Ω, el trivial I0 = (βs/µs, 0, 0, 0), el cual es globalmente asintóticamente
estable (lo que dice que el individuo infectado, eventualmente siempre
se cura).

B). Si R0 > 1, entonces (1) tiene dos estados de equilibrio admisibles en Ω:

i). El trivial I0 = (βs/µs, 0, 0, 0), que es ahora inestable.

ii). El no trivial

I1 =

(

βs

kV ∗ + µs

,
µV V ∗

p
, V ∗,

βT TmáxV
∗

βT V ∗ + µT Tmáx

)

,

que está en el interior de Ω cuando µi > µs, es localmente asintóti-
camente estable y corresponde al enfermo endémico de hepatitis
C. Aqúı V ∗ es la solución positiva de la ecuación cuadrática

AV ∗2 + BV ∗ + C = 0 ,

la cual existe, es única y satisface que 0 < V ∗ < VM cuando R0 > 1.
Los coeficientes de la ecuación cuadrática están dados por

A = kβT µV (δTmáx + µi) > 0 ,

B = δβT µsµV Tmáx + kµiµV µT Tmáx − βT µiµsµV (R0 − 1) ,

C = −µiµsµV µT Tmáx (R0 − 1) < 0 si R0 > 1 .

Una posible estrategia para la curación de un enfermo crónico de hepatitis
C de acuerdo con los resultados de (1) fue propuesto por [18], y consiste en
reducir el valor de su parámetro umbral R0 dado por (2) por debajo de la
unidad. Dado que R0 = HMkp/µiµV , donde HM se puede considerar cons-
tante para un individuo, lo que se propone es modificar bajo tratamiento sólo
los valores de k, p, µi y µV . Esto sugiere, para la cura de un enfermo crónico
de hepatitis C, el uso de al menos cuatro medicamentos: uno que reduzca la
tasa k de infección a una tasa cŕıtica kc, otro que reduzca la tasa p de repli-
cación viral a una tasa cŕıtica pc, un tercero que aumente la tasa per cápita
µe de eliminación de células infectadas a una tasa per cápita cŕıtica µc

e, y
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uno más que aumente la tasa per cápita µV de eliminación viral a una tasa
per cápita cŕıtica µc

V . Aśı que dada 0 < ε < 1 de tolerancia, si se reduce
el parámetro umbral R0 del enfermo crónico a un parámetro umbral cŕıtico:
Rc

0 ≡ HMkcpc/µc
iµ

c
V 6 1 − ε, entonces el enfermo se cura.

3 Estimación numérica de parámetros

La importancia de estimar con exactitud el parámetro umbral R0 del modelo
matemático de la hepatitis C, para un paciente en particular, es que permite
diagnosticar la evolución de la enfermedad hacia la curación del paciente o bien
hacia la enfermedad crónica. Pero para estimar R0 se necesita estimar primero
los parámetros βs, k, p, µs, µi y µV del modelo (1). De hecho, estimando todos
los parámetros involucrados en (1), aśı como las condiciones iniciales Hs0, Hi0,
V0 y T0, será posible evaluar la evolución de la carga viral V a un paciente
con hepatitis C, aśı como el comportamiento de la población de sus células
hepáticas sanas Hs, células hepáticas infectadas Hi y células T citotóxicas. En
esta sección, se investiga hasta qué punto es posible estimar numéricamente
los parámetros k, p, µi, µV , µT , δ, βT y Tmáx, la carga viral inicial V0 y la
población inicial de células T citotóxicas T0, contando con sólo un número
razonable de observaciones de la carga viral V y de células T citotóxicas. Es
importante observar que todos los parámetros y condiciones iniciales en el
modelo son no negativos, por lo que el espacio admisible de parámetros Θ lo
definen los vectores positivos de la forma

θ = (βs, k, p, µs, µi, µV , µT , δ, βT , Tmáx,Hs0,Hi0, V0, T0) .

La forma de estimar los parámetros y condiciones iniciales, se hará en el
sentido clásico de mı́nimos de cuadrados, es decir, bajo el supuesto de que
sólo se cuenta con un número suficiente de observaciones de la carga viral V
y de células T citotóxicas, dados por la tabla

T =

{

(ti, Vi, Ti) ∈ [t0, T ] × R
2

∣

∣

∣

∣

∣

Vi = V (ti; t0, η, β) + εi1 , y

Ti = T (ti; t0, η, β) + εi2 , i = 0 : m

}

,

donde εij ∈ R son errores de observaciones (variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidos con media cero y varianza σ2), con 2(m+
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1) > 14; la función objetivo g(θ) a minimizar en este caso [18, 29] es

g(θ) =
1

2

m
∑

i=0

(Vi − V (ti), Ti − T (ti))

(

wi1 0

0 wi2

)(

Vi − V (ti)

Ti − T (ti)

)

,

donde V (ti) = V (ti; t0, η, β), T (ti) = T (ti; t0, η, β), η = (Hs0,Hi0, V0, T0), β =
(βs, k, p, µs, µi, µV , µT , δ, βT , Tmáx) y θ = (β, η). Los pesos wij se calcularon
de acuerdo con [20, 29]:

wi1 = 1/V 2
i si Vi >

√
u ,

wi1 = 0 si Vi 6
√

u ,

wi2 = 1/T 2
i si Ti >

√
u ,

wi2 = 0 si Ti 6
√

u ,

donde u es la unidad de redondeo de la aritmética de punto flotante usada.

El software que se está empleando para resolver el problema es el paquete
DIFFPAR de [29], escrito en MATLAB. En DIFFPAR se usa un algoritmo
que se basa en el método de Runge–Kutta de tercer orden para problemas no
stiff, y un método BDF de tercer orden para problemas stiff. Es importante
mencionar que existen otros métodos para estimar parámetros de modelos
de la dinámica de la hepatitis C, como el que se usa en [17, 19, 27], entre
otros. Otros métodos para identificar parámetros en ecuaciones diferenciales
ordinarias, se pueden encontrar en [30, 31, 32].

3.1 Caso endémico

Para generar los datos que se necesitan para la estimación numérica de los
parámetros, se resuelve (1) empleando los valores de los parámetros y condi-
ciones iniciales que se muestran en la tabla 1, en un lapso de tiempo de 0 a
16 d́ıas. A los valores obtenidos de la carga viral V y del número de células
T citotóxicas se les cargó un porcentaje de ruido, de acuerdo con la fórmula
[18, 29]

ydata = ygen + 0,01δygen · ∗ randn(m,n) ,

donde ygen es la matriz de datos exactos, δ es la perturbación dada, y randn

es la función de MATLAB que genera números aleatorios con distribución
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normal con media 0 y varianza 1. Aśı que la matriz de datos perturbados
ydata, es una variable aleatoria con distribución normal con media ygen y
varianza σ2 = (0,01δygen)2. En todos los experimentos se suponen conocidos
los valores numéricos de βs, µs, de la población inicial de células hepáticas
sanas Hs0 y de la población inicial de células hepáticas enfermas Hi0, pero
desconocidos los demás valores de Hs y Hi. Se reportan los resultados de
cuatro experimentos de este caso.

Tabla 1: parámetros y condiciones iniciales, tomados de [26, 20], que se emplearon
para generar datos en el caso endémico. El parámetro umbral en es R0 = 1,7153

βs = 15,4 células/mm3 × d́ıa k = 2,8 × 10−5µL/UI × d́ıa

p = 10 UI/células × d́ıa µs = 3,08 × 10−3 d́ıa−1

µi = 0,14 d́ıa−1 µV = 5,83 d́ıa−1

µT = 2,0 × 10−2 d́ıa−1 δ = 10−5 mm3/células × d́ıa

βT = 3,0 × 10−4 células/UI × d́ıa Tmáx = 1000 células/mm3

Hs0 = 4300 células/mm3 Hi0 = 700 células/mm3

V0 = 1200 UI/mL T0 = 400 células/mm3

Experimento 1. Los datos utilizados para este primer experimento se ob-
tuvieron cargando un ruido del orden del 5% a los datos exactos, y son los
que se muestran en la tabla 2. Iniciando el proceso de optimización desde
β0 = (15.4, 10−5 , 13, 3.08×10−3 , 0.3, 5, 10−2 , 10−4, 5.0×10−4, 1200), junto con
las condiciones iniciales y0 = (4300, 700, 1000, 500), se obtuvieron los resulta-
dos que se dan en la tabla 3(a).

Experimento 2. Los datos que se usaron para este experimento se obtuvieron
cargando un ruido del orden del 10% a los datos exactos, mismos que se dan en
la tabla 4. El punto de inicio que se usó en el proceso de optimización fue β0 =
(15.4, 6.0×10−5 , 15, 3.08×10−3, 0.3, 9, 4.0×10−2 , 8.0×10−5, 8.0×10−4, 1100),
junto con las condiciones iniciales y0 = (4300, 700, 1500, 600). Los resultados
obtenidos se muestran en la tabla 3(b).

Experimento 3. Los datos empleados en este experimento se obtuvieron car-
gando un ruido del orden del 15% a los datos exactos, mismos que se muestran
en la tabla 5. El punto de inicio que se usó para el proceso de optimización
fue β0 = (15.4, 6.0 × 10−5, 15, 3.08 × 10−3, 0.2, 9, 7.0 × 10−2, 2.0 × 10−5, 6.0 ×
10−3, 800), junto con las condiciones iniciales y0 = (4300, 700, 1000, 600). Los
resultados obtenidos se dan en la tabla 6(a).
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Tabla 2: datos incompletos perturbados con un 5 % de ruido en el caso endémico

Tiempo Hs He V T

0 hrs 4300 700 1,1834269 × 103 4,2552905 × 102

2 hrs 0 0 1,2077678 × 103 3,8322508 × 102

4 hrs 0 0 1,2645235 × 103 4,0306873 × 102

8 hrs 0 0 1,1975982 × 103 3,9476898 × 102

12 hrs 0 0 1,1821808 × 103 4,0169191 × 102

16 hrs 0 0 1,3030993 × 103 3,8078932 × 102

1 d́ıas 0 0 1,2442503 × 103 4,0007828 × 102

2 d́ıas 0 0 1,2584305 × 103 3,8944315 × 102

4 d́ıas 0 0 1,3741804 × 103 3,4844712 × 102

8 d́ıas 0 0 1,5871188 × 103 3,4086512 × 102

12 d́ıas 0 0 1,4377649 × 103 3,1786854 × 102

16 d́ıas 0 0 1,4528271 × 103 3,1330113 × 102

Tabla 3: resultados de los experimentos 1 y 2 en el caso endémico

Parám. Val. estimados Error Val. estimados Error

k 2,6491 × 10−5 5,39 % 2,3013 × 10−5 17,81%

p 1,9698 80,30 % 226,38 2,1638 × 103 %

µi 0,11261 19,57 % 0,10147 27,52%

µV 1,1216 80,76 % 128,07 2,0968 × 103 %

µT 6,4920 × 10−2 2,2460 × 102 % 3,2866 × 10−2 64,33%

δ 8,8924 × 10−5 7,8924 × 102 % 7,5190 × 10−5 6,5190 × 102 %

βT 2,2092 × 10−2 7,2641 × 103 % 3,0157 × 10−3 9,0523 × 102 %

Tmáx 709,57 29,04 % 2,5870 × 103 1,5870 × 102 %

V0 1207,40 0,62 % 1078,7 10,11%

T0 403,64 0,91 % 383,65 4,09%

R0 2,0660 20,44 % 2,0044 16,85%

g(θ) 1,1577 × 10−2 − 7,1753 × 10−2 −

‖∇g(θ)‖2 5,7784 × 10−3 − 2,9865 × 10−5 −

(a) Experimento 1 (b) Experimento 2

Experimento 4. Los datos empleados en este último experimento se obtu-
vieron cargando un ruido del orden del 20% a los datos exactos, mismos que
se muestran en la tabla 7. El punto de inicio que se usó para la optimización
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Tabla 4: datos incompletos perturbados con un 10 % de ruido en el caso endémico

Tiempo Hs He V T

0 hrs 4300 700 1,2901763 × 103 2,9236696 × 102

2 hrs 0 0 1,6510444 × 103 3,0278936 × 102

4 hrs 0 0 1,1790427 × 103 3,2079346 × 102

8 hrs 0 0 1,0107163 × 103 4,1786903 × 102

12 hrs 0 0 1,1966146 × 103 4,0947727 × 102

16 hrs 0 0 1,3624624 × 103 3,6160761 × 102

1 d́ıa 0 0 1,2231626 × 103 4,5071584 × 102

2 d́ıas 0 0 1,2640290 × 103 3,7895959 × 102

4 d́ıas 0 0 1,4006558 × 103 4,7334701 × 102

8 d́ıas 0 0 1,3653057 × 103 3,5992704 × 102

12 d́ıas 0 0 1,5730503 × 103 3,9738185 × 102

16 d́ıas 0 0 1,1316373 × 103 3,5009752 × 102

Tabla 5: datos incompletos perturbados con un 15 % de ruido en el caso endémico

Tiempo Hs He V T

0 hrs 4300 700 1,4490534 × 103 3,5451446 × 102

2 hrs 0 0 1,0079685 × 103 4,1143799 × 102

4 hrs 0 0 1,0326453 × 103 4,4524422 × 102

8 hrs 0 0 1,4627643 × 103 4,2614986 × 102

12 hrs 0 0 1,1946107 × 103 3,4762897 × 102

16 hrs 0 0 1,0628840 × 103 4,3250057 × 102

1 d́ıa 0 0 1,4092990 × 103 3,9849312 × 102

2 d́ıas 0 0 1,2879293 × 103 3,8912242 × 102

4 d́ıas 0 0 1,3840015 × 103 3,0420087 × 102

8 d́ıas 0 0 1,5637776 × 103 2,2726625 × 102

12 d́ıas 0 0 1,6419757 × 103 3,2625389 × 102

16 d́ıas 0 0 1,4895584 × 103 2,8868992 × 102

fue β0 = (15.4, 6.0 × 10−5, 12, 3.08 × 10−3, 0.3, 8, 4.0 × 10−2, 1.5 × 10−4, 2.0 ×
10−2, 1500), junto con las condiciones iniciales y0 = (4300, 700, 1000, 500). Los
resultados obtenidos se muestran en la tabla 6(b).
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Tabla 6: resultados de los experimentos 3 y 4 en el caso endémico

Parám. Val. estimados Error Val. estimados Error

k 2,8037 × 10−5 0,13 % 3,4436 × 10−5 22,99%

p 176,28 1,6628 × 103 % 10,277 2,77%

µi 0,11799 15,72 % 4,9643 × 10−2 64,54%

µV 110,93 1,8027 × 103 % 6,3904 9,61%

µT 0,21813 9,9065 × 102 % 2,0778 × 10−2 3,89%

δ 1,6474 × 10−5 64,74 % 3,0097 × 10−4 2,9097 × 103 %

βT 3,8625 × 10−2 1,2775 × 104 % 1,4462 4,8195 × 105 %

Tmáx 9839,3 8,8393 × 102 % 394,57 60,54%

V0 1449,30 20,77 % 1373,80 14,49%

T0 414,19 3,55 % 281,02 29,74%

R0 1,8881 10,07 % 5,5776 2,2517 × 102 %

g(θ) 1,3367 × 10−1 − 1,1470 × 10−1 −

‖∇g(θ)‖2 2,5634 × 10−3 − 2,0663 × 10−4 −

(a) Experimento 3 (b) Experimento 4

Tabla 7: datos incompletos perturbados con un 20 % de ruido en el caso endémico

Tiempo Hs He V T

0 hrs 4300 700 1,2901763 × 103 2,9236696 × 102

2 hrs 0 0 1,6510444 × 103 3,0278936 × 102

4 hrs 0 0 1,1790427 × 103 3,2079346 × 102

8 hrs 0 0 1,0107163 × 103 4,1786903 × 102

12 hrs 0 0 1,1966146 × 103 4,0947727 × 102

16 hrs 0 0 1,3624624 × 103 3,6160761 × 102

1 d́ıa 0 0 1,2231626 × 103 4,5071584 × 102

2 d́ıas 0 0 1,2640290 × 103 3,7895959 × 102

4 d́ıas 0 0 1,4006558 × 103 4,7334701 × 102

8 d́ıas 0 0 1,3653057 × 103 3,5992704 × 102

12 d́ıas 0 0 1,5730503 × 103 3,9738185 × 102

16 d́ıas 0 0 1,1316373 × 103 3,5009752 × 102
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3.2 Caso en que hay cura

Los valores de los parámetros y condiciones iniciales que se usaron para gene-
rar los datos exactos en un lapso de tiempo de 0 a 16 d́ıas para este caso, se
tomaron de [26] y son los que se muestran en la tabla 8. También se reportan
los resultados de cuatro experimentos de este caso.

Tabla 8: parámetros y condiciones iniciales que se usaron para generar datos exactos
en el caso en que hay cura. El parámetro umbral en este caso es R0 = 0,6

βs = 100 células/mm3 × d́ıa k = 3,0 × 10−5 µL/UI × d́ıa

p = 10 UI/células × d́ıa µs = 2,0 × 10−2 d́ıa−1

µi = 0,5 d́ıa−1 µV = 5,0 d́ıa−1

µT = 2,0 × 10−2 d́ıa−1 δ = 10−5 mm3/células × d́ıa

βT = 3,0 × 10−4 células/UI × d́ıa Tmáx = 1500 células/mm3

Hs0 = 4500 células/mm3 Hi0 = 500 células/mm3

V0 = 400 UI/mL T0 = 100 células/mm3

Experimento 1. Los datos que se usaron para este experimento se obtuvieron
cargando un ruido del orden del 5% a los datos exactos, y son los que se
muestran en la tabla 9. El punto de inicio para la optimización fue β0 =
(100, 2.0× 10−5, 12, 2.0× 10−2, 0.1, 1, 5.0× 10−2, 4.0× 10−5, 7.0× 10−4, 1100),
junto con las condiciones iniciales y0 = (4500, 500, 500, 30). Los resultados
obtenidos se muestran en la tabla 10(a).

Experimento 2. Los datos que se usaron para este experimento se obtuvieron
cargando un ruido del orden del 10% a los datos exactos, mismos que se
muestran en la tabla 11. El punto de inicio usado para la optimización fue
β0 = (100, 7.0×10−5 , 6, 2.0×10−2, 0.2, 3, 4.0×10−2 , 6.0×10−5, 7.0×10−4, 900),
junto con las condiciones iniciales y0 = (4500, 500, 500, 120). Los resultados
obtenidos se muestran en la tabla 10(b).

Experimento 3. Los datos que se utilizaron para realizar este experimen-
to se obtuvieron cargando un ruido del orden del 15% a los datos exactos,
mismos que se muestran en la tabla 12. En este caso fue dif́ıcil de estimar
los parámetros, se tuvo que eliminar el dato que corresponde a t = 2 hrs
de la tabla 12 que resultó ser un dato aberrante. A pesar de ello, el me-
jor resultado se obtuvo iniciando el proceso de optimización desde el punto
β0 = (100, 2.0×10−5 , 14, 2.0×10−2, 1, 10, 4.0×10−2 , 1.5×10−5, 2.0×10−4, 500),
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Tabla 9: datos incompletos perturbados con un 5 % de ruido en el caso en que hay
cura

Tiempo Hs He V T

0 hrs 4500 500 4,3106485 × 102 1,0353947 × 102

2 hrs 0 0 6,5470641 × 102 9,8148872 × 101

4 hrs 0 0 7,6356736 × 102 9,4130546 × 101

8 hrs 0 0 8,5620084 × 102 9,3933350 × 101

12 hrs 0 0 8,3960865 × 102 1,0139811 × 102

16 hrs 0 0 8,2609517 × 102 8,7330042 × 101

1 d́ıa 0 0 8,0171043 × 102 1,0010238 × 102

2 d́ıas 0 0 6,2508056 × 102 9,3097488 × 101

4 d́ıas 0 0 4,3743599 × 102 9,2817839 × 101

8 d́ıas 0 0 1,5739614 × 102 8,2757721 × 101

12 d́ıas 0 0 6,2108373 × 101 8,2276590 × 101

16 d́ıas 0 0 2,6292913 × 101 7,5467108 × 101

Tabla 10: resultados de los experimentos 1 y 2 en el caso en que hay cura

Parám. Val. estimados Error Val. estimados Error

k 4,2858 × 10−5 42,86 % 8,2376 × 10−6 72,54 %

p 13,075 30,75 % 7,5050 24,95 %

µi 0,57235 14,47 % 0,31545 36,91 %

µV 6,8321 36,64 % 3,6781 26,44 %

µT 1,9271 × 10−2 3,64 % 1,5776 × 10−2 21,12 %

δ 1,3884 × 10−6 86,12 % 2,3675 × 10−7 97,63 %

βT 3,5311 × 10−2 1,1670 × 104 % 5,9477 × 10−5 80,17 %

Tmáx 93,493 93,77 % 9471,40 5,3143 × 102 %

V0 431,34 7,83 % 418,39 4,60 %

T0 97,604 2,40 % 98,451 1,55 %

R0 0,71652 19,42 % 0,26642 55,60 %

g(θ) 1,5368 × 10−2 − 1,0586 × 10−1 −

‖∇g(θ)‖2 3,2144 × 10−4 − 7,3974 × 10−2 −

(a) Experimento 1 (b) Experimento 2

junto con las condiciones iniciales y0 = (4500, 500, 700, 300). Los resultados
que se obtuvieron se muestran en la tabla 13(a).
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Tabla 11: datos incompletos perturbados con un 10 % de ruido en el caso en que
hay cura

Tiempo Hs He V T

0 hrs 4500 500 4,1999303 × 102 1,1278084 × 102

2 hrs 0 0 5,9808626 × 102 9,4051639 × 101

4 hrs 0 0 6,1909654 × 102 1,1734148 × 102

8 hrs 0 0 8,8492735 × 102 1,1202110 × 102

12 hrs 0 0 8,4886294 × 102 8,7578236 × 101

16 hrs 0 0 8,9876039 × 102 9,1739108 × 101

1 d́ıa 0 0 8,1488706 × 102 1,1639645 × 102

2 d́ıas 0 0 7,4333623 × 102 7,7726438 × 101

4 d́ıas 0 0 3,9896607 × 102 9,3079657 × 101

8 d́ıas 0 0 1,4598524 × 102 8,4396463 × 101

12 d́ıas 0 0 6,7071108 × 101 8,4566335 × 101

16 d́ıas 0 0 2,5484046 × 101 7,8217620 × 101

Tabla 12: datos incompletos perturbados con un 15 % de ruido en el caso en que
hay cura

Tiempo Hs He V T

0 hrs 4500 500 3,5962041 × 102 9,7760088 × 101

2 hrs 0 0 6,0938076 × 102 9,0992461 × 101

4 hrs 0 0 7,1551840 × 102 1,0536733 × 102

8 hrs 0 0 8,2874065 × 102 9,6793867 × 101

12 hrs 0 0 9,1776431 × 102 1,1815128 × 102

16 hrs 0 0 9,5636105 × 102 9,9429461 × 101

1 d́ıa 0 0 5,6332207 × 102 1,1421220 × 102

2 d́ıas 0 0 7,7567604 × 102 8,3334895 × 101

4 d́ıas 0 0 5,0528884 × 102 9,4125096 × 101

8 d́ıas 0 0 1,9829985 × 102 1,1115999 × 102

12 d́ıas 0 0 5,8709575 × 101 7,7241023 × 101

16 d́ıas 0 0 2,0114609 × 101 6,8609438 × 101

Experimento 4. Los datos que se usaron en este último experimento se
obtuvieron cargando un ruido del orden del 20% a los datos exactos, mis-
mos que se muestran en la tabla 14. El punto de inicio que se usó para el
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proceso de optimización fue β0 = (100, 1.5 × 10−5, 15, 2.0 × 10−2, 1, 9, 3.0 ×
10−2, 1.5 × 10−5, 5.0 × 10−4, 800), junto con las condiciones iniciales y0 =
(4500, 500, 700, 200). Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 13(b).

Tabla 13: resultados de los experimentos 3 y 4 en el caso en que hay cura. Estos
casos fueron muy cŕıticos, porque el R0 estimado resultó mayor que 1 en contra de
lo esperado

Parám. Val. estimados Error Val. estimados Error

k 8,7805 × 10−5 1,9268 × 102 % 1,3497 × 10−4 3,4990 × 102 %

p 10,257 2,57 % 41,266 3,1266 × 102 %

µi 0,94092 88,19 % 0,80172 60,34 %

µV 4,7422 5,16 % 22,600 3,5199 × 102 %

µT 2,4294 × 10−1 1,1147 × 103 % 7,3328 × 10−2 2,6664 × 102 %

δ 3,7091 × 10−6 62,91 % 2,3828 × 10−3 2,3728 × 104 %

βT 1,7557 5,8514 × 105 % 6,0523 × 10−3 1,9174 × 103 %

Tmáx 99,590 93,36 % 2852,80 90,18 %

V0 362,31 9,42 % 418,28 4,57 %

T0 95,977 4,02 % 101,35 1,35 %

R0 1,0092 68,20 % 1,5370 1,5616 × 102 %

g(θ) 5,8002 × 10−2 − 2,6115 × 10−1 −

‖∇g(θ)‖2 1,5832 × 10−4 − 1,3336 × 10−2 −

(a) Experimento 3 (b) Experimento 4

4 Comparación numérica de los modelos de la hepatitis C

En esta sección se realiza un estudio comparativo del modelo completo de
cuatro poblaciones dado en (1), con los modelos reducido de tres poblaciones
y de la dinámica viral con ALT que se estudian en [23] y [20], mediante la
estimación numérica de los parámetros correspondientes. Para ello, se genera-
ron datos usando los valores de los parámetros y condiciones iniciales que se
dan en la tabla 1 con el modelo completo (1), perturbados con un ruido del
orden del 10% en los valores numéricos para la carga viral V y del número
de células T citotóxicas, en un lapso de tiempo de 0 a 30 d́ıas. Los datos
generados se muestran en la cuarta y quinta columnas de la tabla 15. Los datos
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Tabla 14: datos incompletos perturbados con un 20 % de ruido en el caso en que
hay cura

Tiempo Hs He V T

0 hrs 4500 500 4,1834307 × 102 9,4667537 × 101

2 hrs 0 0 8,2195403 × 102 1,2194808 × 102

4 hrs 0 0 9,1395390 × 102 1,0743250 × 102

8 hrs 0 0 8,7120953 × 102 1,1302985 × 102

12 hrs 0 0 8,2887430 × 102 7,8215755 × 101

16 hrs 0 0 1,0873061 × 103 1,0237310 × 102

1 d́ıa 0 0 9,3934497 × 102 1,0277362 × 102

2 d́ıas 0 0 7,5652406 × 102 1,0167747 × 102

4 d́ıas 0 0 5,3137599 × 102 1,0107659 × 102

8 d́ıas 0 0 1,9743745 × 102 9,7128652 × 101

12 d́ıas 0 0 4,9620510 × 101 4,2903806 × 101

16 d́ıas 0 0 2,3667082 × 101 6,7567110 × 101

que aparecen en la sexta columna de dicha tabla se tomaron de [20], y corres-
ponden al nivel de concentración de ALT perturbados con un ruido también
del orden del 10%. Los resultados de la comparación se muestran en la tabla
16. El punto de inicio para la optimización con el modelo completo (1) fue
β0 = (15.4, 1.5×10−5 , 20, 3.08×10−3 , 0.10, 8, 10−2 , 8.0×10−7, 2.0×10−4, 1100)
junto con la condición inicial y0 = (4300, 700, 800, 500). El punto de inicio
con el modelo reducido a tres poblaciones fue β0 = (15.4, 1.5 × 10−5, 3.08 ×
10−3, 8.0 × 10−2, 20, 10) junto con la condición inicial y0 = (4300, 700, 850);
y el punto de inicio con el modelo de la dinámica viral con ALT fue β0 =
(15.4, 4.0 × 10−5, 3.08 × 10−3, 0.3, 20, 8, 10−5 , 4.0 × 10−8, 4.5 × 10−8, 1) junto
con la condición inicial y0 = (4300, 700, 800, 3,0 × 10−5).

Los intervalos de confianza al 95% de los parámetros estimados con el
modelo completo son: k = 3,0352 × 10−5 ± 3,0 × 10−9, p = 8,4761 ± 5,28 ×
10−2, µi = 0,13582 ± 1,1 × 10−4, µV = 5,2490 ± 3,27 × 10−2, µT = 1,8008 ×
10−2 ± 6,33 × 10−4, δ = 1,6079 × 10−6 ± 3,949 × 10−7, βT = 1,3840 × 10−5 ±
1,2860× 10−4, Tmáx = 1,1000× 103 ± 3,1740 × 104, V0 = 1,2382 × 103 ± 0,3 y
T0 = 3,7792× 102 ± 0,028. Con el modelo reducido a tres poblaciones, dichos
intervalos de confianza al 95% resultaron ser: k = 3,0340× 10−5 ± 1,0× 10−9,
p = 8,5341±1,47×10−2, µi = 0,13615±1,0×10−5, µV = 5,2863±9,1×10−3
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Tabla 15: datos incompletos perturbados con un 10 % de ruido para la comparación
numérica de los modelos

Tiempo Hs He V T ALT

0 hrs 4300 700 1,1825350 × 103 3,9641416 × 102 1,4616532 × 10−4

2 hrs 0 0 1,2983671 × 103 3,4521402 × 102 1,4863843 × 10−4

4 hrs 0 0 1,2737621 × 103 3,8673815 × 102 1,4885679 × 10−4

8 hrs 0 0 1,0361320 × 103 4,5286754 × 102 1,4237364 × 10−4

16 hrs 0 0 1,1509816 × 103 4,2777268 × 102 1,5215289 × 10−4

24 hrs 0 0 1,2597606 × 103 3,2895984 × 102 1,7070988 × 10−4

2 d́ıas 0 0 1,3559990 × 103 3,4605610 × 102 1,6089547 × 10−4

3 d́ıas 0 0 1,3236758 × 103 3,7863185 × 102 1,7588720 × 10−4

4 d́ıas 0 0 1,4619412 × 103 3,1024872 × 102 1,7122429 × 10−4

6 d́ıas 0 0 1,4136983 × 103 3,7635366 × 102 1,5852432 × 10−4

8 d́ıas 0 0 1,6728825 × 103 3,5587892 × 102 1,5165183 × 10−4

10 d́ıas 0 0 1,6532762 × 103 2,7754686 × 102 1,6143830 × 10−4

14 d́ıas 0 0 1,6499936 × 103 3,5877739 × 102 1,6076632 × 10−4

18 d́ıas 0 0 1,3510984 × 103 2,7717499 × 102 1,2623646 × 10−4

22 d́ıas 0 0 1,1145604 × 103 2,3296198 × 102 1,3094972 × 10−4

26 d́ıas 0 0 9,4422124 × 102 2,1300120 × 102 1,1210016 × 10−4

30 d́ıas 0 0 7,6296402 × 102 2,6508019 × 102 1,1663992 × 10−4

y V0 = 1,2383 × 103 ± 0,1; y con el modelo de la dinámica viral con ALT, los
intervalos de confianza también al 95% resultaron ser: k = 3,0369 × 10−5 ±
2,0×10−9, p = 8,5123±2,74×10−2, µi = 0,13617±1,0×10−5, µV = 5,2741±
1,7× 10−2, βA = 5,6366× 10−5 ± 1,1712, αs = 1,6012× 10−8 ± 2,5813× 10−4,
αe = 2,1633 × 10−8 ± 8,6720 × 10−4, µA = 8,0801 × 10−1 ± 1,6975 × 104,
V0 = 1,2383 × 103 ± 0,1 y A0 = 1,4391 × 10−4 ± 1,2417 × 10−1.

5 Discusión

Las condiciones iniciales V0 y T0, que representan la carga viral inicial y la
población inicial de células T citotóxicas de un individuo infectado, se pueden
estimar muy bien como se muestra en todos los experimentos realizados en
las secciones 3.1 y 3.2. La condición inicial V0 se estimó muy bien pues se
obtuvieron estimaciones con menos del 21% de error en el 100% de los casos
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Tabla 16: resultados de la comparación del modelo completo (1) con los modelos
reducido y de la dinámica viral con ALT [20]. Val. Estmod1 son los valores de los
parámetros estimados con el modelo completo (1), Val. Estmr son los valores estima-
dos con el modelo reducido y Val. EstALT son los valores estimados con el modelo de
la dinámica viral con ALT. El valor exacto de A0 fue 1,5 × 10−4 [20]

Par. Val. Estmod1 Error Val. Estmr Error Val. EstALT Error

k 3,0352 × 10−5 8,40 % 3,0340 × 10−5 8,36 % 3,0369 × 10−5 8,46 %

p 8,4761 15,24 % 8,5341 14,66 % 8,5123 14,88 %

µi 0,13582 2,98 % 0,13615 2,75 % 0,13617 2,73 %

µV 5,2490 9,97 % 5,2863 9,33 % 5,2741 9,53 %

R0 1,8043 5,19 % 1,7988 4,87 % 1,7997 4,92 %

V0 1238,2 3,19 % 1238,3 3,19 % 1238,3 3,19 %

T0 377,92 5,52 % − − − −

A0 − − − − 1,4391 × 10−4 4,06 %

analizados, y T0 se estimó muy bien con estimaciones menores del 5% de error
en el 87,5% de los casos analizados, y solamente en un 12,5% de los casos el
error fue del orden del 30%.

La tasa de infección k por el virus de la hepatitis C, se estimó razonable-
mente bien en el caso endémico, pues se obtuvieron estimaciones con menos
del 23%, mientras que para el caso en que hay cura los errores de las estima-
ciones fueron muy grandes. La tasa de replicación viral p se estimó con menos
del 31% de error en un 50% de los casos analizados. La tasa de eliminación de
células hepáticas infectadas µe, se estimó con menos del 28% de error en un
50% de los casos analizados. La tasa de mortalidad del virus µV , se estimó con
menos del 27% de error en solamente un 37,5 de los casos analizados.

El parámetro umbral R0 se estimó razonablemente bien con un error menor
del 21% en un 50% de los casos analizados. En un 75% de los casos analizados
se mantuvo la tendencia de que R0 fuera mayor o menor que 1 según el caso;
mientras que en un 25% que corresponden en el caso en que hay cura, R0

resultó mayor que 1 en contra de lo esperado.

La tasa de mortalidad µT de las células T citotóxicas, se estimó con un
error menor del 22% en un 37,5% de los casos analizados. Los parámetros
δ, βT y Tmáx no se estimaron bien en casi todos los casos analizados. Estos
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últimos parámetros resultaron ser muy sensibles a perturbaciones en los datos
y a parámetros iniciales.

Los resultados de la comparación numérica de los modelos son excelentes
como se muestra en la tabla 16. El error en los parámetros estimados k, p, µi,
µV , R0 y V0, son casi iguales y razonablemente pequeños en los tres modelos,
y los intervalos de confianza al 95% que corresponden a estos parámetros son
también muy buenos. Esto muestra, por un lado, que el método de DIFFPAR
es suficiente para la estimación numérica de los parámetros; y por otro, confir-
ma que ni el nivel de concentración de las enzimas ALT ni la población de las
células T killer, influyen significativamente en la estimación de los parámetros
antes mencionados.

También es importante resaltar que todos los experimentos de la sección 3
se hicieron con 12 datos tomados de 0 a 16 d́ıas para cada variable de estado,
mientras que el experimento de la sección 4 se hizo con 17 datos tomados de
0 a 30 d́ıas. Los resultados muestran que se obtienen mejores estimaciones de
los parámetros al aumentar el número de datos (tablas 3(b) y 16).

Se resumen dos conclusiones importantes, la primera es que es posible
predecir el estado de un individuo infectado por el virus de la hepatitis C
mediante la estimación numérica del parámetro umbral R0 del modelo (1), y
el monitoreo de dos de las variables (carga viral y daño hepático) más rele-
vantes de la dinámica de la enfermedad, si se dispone de un número suficiente
de mediciones de la carga viral y de células T citotóxicas y la propuesta de
razonables condiciones iniciales, sin necesidad de efectuar biopsia alguna. La
segunda conclusión, la más importante, es que la población de células T ci-
totóxicas no influye significativamente en la estimación de los parámetros, por
lo que es suficiente la medición de la carga viral y el modelo reducido para
diagnosticar la evolución de la enfermedad de un individuo infectado.
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