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Resumen

La conocida férmula de difraccién de Fresnel relaciona la distribucién de am-
plitud compleja de una onda en el plano objeto (campo ondulatorio de entra-
da) con la distribucién de amplitud compleja de la onda en el plano imagen
(campo ondulatorio de salida) cuando se trata de propagacién en el espacio
libre; esto significa que si los planos objeto e imagen son paralelos entre si,
el sistema imagen correspondiente se dice que es un sistema lineal invariante
a desplazamiento (LSI). Esta propiedad ventajosa es esencial para el desarro-
llo de técnicas de imagen sensitivas a fase; sin embargo, si el plano imagen
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Transformada fraccional de Fourier en el caso de un plano imagen inclinado

estd inclinado con respecto al haz incidente, la distancia efectiva de propa-
gacion cambiard sobre el plano imagen, consecuentemente el sistema imagen
serd no invariante a desplazamiento. En este articulo es propuesta una exten-
sién del formalismo de la difracciéon de Fresnel al caso de un plano imagen
inclinado utilizando la transformada de Fourier de orden fraccional.

Palabras claves: difraccién de Fresnel, plano imagen inclinado, transformada
fraccional de Fourier.

Resumo

A bem conhecida equacédo de difragdo de Fresnel estabelece uma relacio entre
a distribui¢do de amplitude complexo de uma onda no plano do objeto (campo
de onda de entrada) com a distribuigdo de amplitude complexa da onda no
plano da imagen (campo de onda de saida) no caso da propagagdo em espago
libre. Isto significa que se os planos objeto e imagen sdo paralelos uns aos
outros, o sistema imagem correspondente é dito ser um sistema linear inva-
riante ao deslocamento (LSI). Esta propriedade vantajosa é essencial para o
desenvolvimento de técnicas de imagen sesivel 4 fase, No entanto, se o plano da
imagem estd inclinada respeito do feixe incidente, a distancia efetiva da pro-
pagacao mudara sobre o plano imagen, consequentemente o sistema imagem
nao ¢ invariante ao deslocamento. Neste trabalho uma extensdo do formalismo
da difragdo de Fresnel para o caso de um plano imagem inclinado é proposto
usando a transformada de Fourier de ordem fracionaria.

Palavras chaves: difragdo de Fresnel, plano de imagem inclinada, Fourier
fraciondria transformar.

Abstract

The well-known Fresnel integral relates a known complex wave defined in
the object plane (the input wave field) to the observable complex wave (the
output wave field) defined in the image plane after free-space propagation;
this means that if the object and image plane are parallel to each other,
corresponding imaging system is said to be linear-shift-invariant (LSI). This
advantageous property was essential for the development of phase sensitive
imaging techniques; however, if the image plane is inclined with respect to
the incident beam, the effective propagation distance will vary over the image
plane, consequently, the imaging system is not shiftinvariant. In this paper an
extension of the theoretical formalism of Fresnel diffraction to the case of an
inclined image plane is proposed using the fractional Fourier transform.

Key words: Fresnel diffraction, inclined image plane, fractional Fourier

transform.
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1 Introduccién

Las mediciones de superficies rugosas de componentes metalicos son conside-
radas de gran importancia en el campo de maquinado mecanico. Desde 1972,
cuando Sprague [1] aplic6 técnicas de speckle blanco, muchos investigadores
han estudiado este aspecto para realizar mediciones de superficies rugosas,
[2, 3, [, 5 6, [7, §]. Los patrones de speckle contienen informacién sobre las
estructuras microscépicas de una superficie rugosa. Para estudiar la relacién
entre las propiedades estadisticas de los patrones de speckle, formados por
superficies rugosas, se debe obtener la distribucién de amplitud compleja del
campo de speckle. Para lograr este propdésito, las ecuaciones correspondientes
a la difraccién, que describen la propagacion de las ondas difractadas de la
superficie rugosa al plano de observacién, deben ser construidas; en estudios
preliminares, las ecuaciones de difraccién de Fresnel y Fraunhofer fueron utili-
zadas para calcular el campo del patrén de speckle [6] [7], con la consideracién
de que el plano de observacién es paralelo al plano del objeto en todos los
montajes experimentales, a excepcién de la referencia [§]. El propdsito de este
articulo es derivar las ecuaciones de difraccién correspondientes para describir
la difraccién de una superficie inclinada rugosa reflectiva, bajo iluminacién de
una onda plana coherente en términos de la transformada fraccional de Fou-
rier. Se considera la diferencia entre el modelo de difraccién por superficie
reflectiva (RSDM) y el modelo de difraccién por transmisiéon de la apertura
(TADM); encontrdndose una ecuacién general de difraccién en términos de
la transformada de Fourier de orden fraccional. Aplicando las aproximaciones
de campo cercano y de campo lejano a una ecuacién general de difraccién con
consideracién de rotacién del sistema coordenado, se obtienen las ecuaciones
de difraccién, tanto para el campo cercano como para el lejano. El signifi-
cado fisico de estas ecuaciones y la obtenciéon como casos particulares de las
ecuaciones de Fresnel y Fraunhofer son también presentadas.

2 Integral basica de difraccion para una superficie inclinada
2.1 Integral de difraccién de Fresnel-Kirchhoff

La figura [l representa el diagrama esquematico del modelo TADM. La figura
[Mi(a) muestra que la luz de una fuente puntual P; es difractada por transmisién
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de la apertura, Py es un punto de observacion inicial en la regién de difraccion.

P

a) R b) i

Figura 1: modelo de difraccién por transmisién de la apertura: a) Fuente puntual

incidente. b) Luz paralela incidente

Luego la integral de difraccién de Fresnel-Kirchhoff se puede escribir como

U (Ry) = / / U (P exp(’“m)ds, (1)

donde ¥ es la superficie de la integral y se escoge como una apertura ficticia
1 Aexp (’ik‘TQl) cos(ﬁ,?ol)—cos(ﬁ,ﬁgl)
2

i ro1

curvada. Matemdticamente, U’ (P;) =

puede ser vista como una fuente puntual secundaria virtual en el punto P;
sobre X, ro 4 v 701 son los moédulos de los radio vectores ?21 y ?01, respecti-
Vamente es la normal a ¥ en el punto P;. La expresién (Il es dnicamente
aphcable para el caso de incidencia de fuente puntual (ver figura[ll(a)) e inapli-
cable cuando una onda plana incidente ilumina una apertura de transmisién

(ver figura[l((b)). Pero como el término % en U’ (P)) es exactamente

la distribucién del campo luminoso de la superficie de la apertura X, y se
representa por U (Py), entonces (I]) toma la forma

1 ik T o1) —
U(Po)a//ZU(PﬂeXpSOerI) COS("’T‘”)QCOS( T2 e ()

La ecuacién (2)) puede ser usada en el caso de incidencia de luz paralela,
es decir, la fuente de luz puntual P, estd ahora infinitamente alejada de la
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apertura de transmision. Visto desde la figura[ll(b), el vector de onda incidente
k 91 tiene la misma direccién de 721, luego, (2) se puede reescribir como

%
exp (ikro1) | €O (W, 701) — cos (ﬁ, k 21)
Po ds. (3)
Z)\ o1 2

Dando la expresién de U (P;), el campo ondulatorio U (Fy) en el punto de
observacién Py puede ser obtenido. El dngulo ¢ en la figura[Il(b) y el término
cos(7, 7 01)—cos (7, F 21 )

2

] en (B representa el dngulo de difraccién y el factor

de inclinacién respectivamente para el modelo de difraccién por transmisién
de la apertura.

2.2 Integral basica de difraccién de RSDM

La figura[2 es la ilustracién esquemadtica del modelo RSDM. Una onda plana
esta 1n01dlend0 sobre una superficie que produce scattering débil con un vector
de onda k: 21 y es reflejada y difundida.

Po

Plano tangente

Plano medio

Figura 2: modelo de difraccén (RSDM) por superficie reflectiva

El vector de onda reflejado en el punto P; es ﬁgl, comenzando en un
punto arbitrario sobre la superficie actual. La atencion debe ser puesta so-
bre el angulo ¢ en la figura 2 el cual es definido como el dngulo de difrac-
cién para el modelo de difraccién por superficie reflectiva, pero es diferente
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del definido anteriormente en el modelo de difraccién por transmisién de la
apertura; especificamente, el dngulo 0 en la figura[Ii(b) estd definido entre el

vector de onda incidente ko; y la linea Py Py, mientras que ¢, en la figura

2, es el dngulo entre el vector de onda reflejado k'91 y la linea P;Py. Como

resultado de esto, el factor de inclinacion utilizado para el modelo de difrac-

cién por transmisién de la apertura no puede ser directamente usado para el

modelo de difracciéon por superficie reflectiva. Para obtener el factor de in-

clinacién de una difraccion por superficie reflectiva, el factor de inclinacién

cos(7, 7o1) —cos (7, K 21)
2

] para el modelo de difraccién por transmision de la

cos (7, 7o1) —cos (7, K21 )
apertura debe ser reemplazado por 5 . De la figura 2l se
— —
nota que cos (ﬁ, k‘lzl) = — cos (ﬁ, k 21), donde 77 es la normal a la super-

ficie en el punto P;. Combinando con (3]), se obtiene la integral de difraccién
bésica para una superficie reflectiva

%
cos(n 701)+cos ﬁ, ko1
Ur) =7 [ [ v =R GELE)) PR
0

To1 2
donde (77,701) es el dngulo entre 77y To1, (77, % 21) es el dngulo entre 77

v k21, 701 es el médulo del radio vector 701 y Py es el punto de observacion
de la region de difraccion.

3 Ecuacién general de la difraccién para un plano inclinado
3.1 Distribuciéon de amplitud compleja de una superficie clasica

La figura [ ilustra el caso cuando una onda plana coherente estd incidiendo
sobre una superficie rugosa reflectiva, con un angulo 6 con respecto al eje z. El
plano medio del objeto es representado por el plano coordenado xOy, donde el
origen O y P, (z1,¥1,0) es la proyeccién de un punto genérico P; (x1,y1,21)
situado sobre la superficie convencional, z; es una medida de la altura de
la superficie en P;. El punto Py (zg,%0,20) es un punto de observacién en
el régimen de difraccién, sin pérdida de generalidad, asumiendo que la luz
incidente tiene amplitud constante Ag y paralela al plano xOz, se nota que es
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Po(Xo, Yo, 20)

Luz incidente

z

Pi(x1, y1, 21)

Luz incidente

Figura 3: onda plana incidiendo sobre una superficie reflectiva
un objeto de reflexién de pura fase, ignorando la absorcién de la luz y otros
factores, y haciendo que la fase en el origen O sea cero, se tiene la fase en P;
o (Py) =k (z1sin60 — 21 cosf),

donde k = 27” es el nimero de onda y A es la longitud de la onda inciden-
te. Aqui se obtiene la distribuciéon de amplitud compleja de la luz de onda
incidente sobre la superficie

2
U(Py) = Apexp {z; (r18in6 — 21 cos@)}. (5)

3.2 Calculo del factor de inclinacion

Suponiendo que la superficie es z = h(z,y), donde h (z,y) es el origen de la
altura de la superficie del plano medio, se pueden obtener las componentes
del vector normal unitario descendente 77 en el punto P (1,1, 21)

\/h§+h§+1 \/h§+h§+1 \/h§+h§+1

W = {ne,n,,n.} =

donde h, = W, hy = %{;’yl) notando que
— - :
701 ={x1 — T0,y1 — Yo,21 — 20} ¥ ko1 =k{sin6,0,—cos0},
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se tiene:
he (21 — hy (y1 — yo) — (21 —
cos (7, o) = e O
hZ +hZ + 1\/(11 —x0)” + (y1 —¥0)” + (21 — 20)
hy sin 0
cos (ﬁ, ?21) _ J NwsmbAcost (7)
\/ P2+ hZ+1
. COS(ﬁ,?Ol)*COS(W,?QI) .
Sustituyendo (@) y (@) en 5 , se obtiene el factor de

inclinacion del modelo de difraccién por superficie reflectiva.

3.3 Ecuacion general de la difracciéon para una superficie inclinada

Se tiene

ro1 = \/(951 —20)* + (y1 — 90)* + (21 — 20)° (8)

y el elemento de drea en (3]), en el punto P,

ds = \/hZ + h2 + 1dz1dy; . (9)

Introduciendo (@) y (@)-(@) en (), se obtiene la ecuacién general de la
difraccién para una superficie inclinada

1 2
U(Py) = m//DAOeXp {ZTW (z18in6 — 2 COSG)} X

exp (ik\/(ml —20)* + (y1 — y0)? + (21 — 20)2)

X

\/(331 - 390)2 + (y1 — yo)2 + (21 — Zo)2

ha (z1 — 20) + hy (Y1 — yo) — (21 — 20)
\/(fﬂl —20)” + (11 — 90)* + (21 — 20)*

donde D define la regién de integracion en el plano medio.

+ hgsin + cosf | dzidy; , (10)
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4 Ecuacién de difraccion de campo cercano
4.1 Arreglo geométrico del experimento

La figura [l muestra el arreglo geométrico del experimento para el andlisis de
la difraccién de una superficie reflectiva de scattering débil.

n
\\\\\ Py
_ 7T
Z4 (0} roo_.->71
- - /
_- Z Tomy
7
Luz incidente L /Py, z), -
y ’ - E.
7
| Pie
[}
0 7
C} Pu(x1, y1, 0)

N x

Figura 4: configuracién geométrica

4.2 Derivacién de la ecuacién de difraccién de campo cercano

A partir de ([I0)) es dificil calcular la difraccién de la luz que debe ser aproxi-
madamente considerada para utilidades practicas. Todas las aproximaciones
son hechas sobre la base de la aproximacién paraxial: (1) la distancia L es
muy grande comparada con las dimensiones lineales maximas de la region
de iluminacién, y (2) el punto de observacién Py esta cerrado sobre el eje z.
Considerando la relaciéon entre el plano de observacion y el plano objeto, el
factor o1 en el término exponencial expikry; en la ecuacién (I0) puede ser
expandido en serie como
22 — 22129
To1L R Tom + — 5
QTOm

donde el término cuadratico retenido como k es un nimero grande, mientras
los términos de mayor orden son despreciados,

Tom = \/(901 —20)> + (y1 — %0)° + 23,
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es la distancia entre los puntos Fy y P,,. De acuerdo a la aproximacién pa-
raxial (1) y (2), ro; puede ser ademés refinado por las siguientes tres razona-

2
. . . . 3 . ~ Zl . 20 ~ 20.
bles aproximaciones: (a) ignorando el término pequeno T (b)—m: ~ 2 (c)

(23447)  (z1z0tyim0) 2 2 2 : :
Tom R 10+ g — o donde 7o = \/x§ + y§ + 25 es la distancia de
Py del origen O. Luego rg; en el término exponencial se reduce a

(27 + 1) _ (m1mo +11%0) 2021
2T0 To To '

To1 A T + (11)
Si se asume que el drea de iluminacion sobre la superficie del objeto es pe-
quena, la siguiente desigualdad puede ser utilizada

(21 +9f)  (z120+w190) 2021

ro >
27“0 To To

, (12)

ro1 en el denominador de (I0) puede ser escrita como

ron Ao = /TR + Y+ 23 (13)

Asumiendo que la superficie de scattering débil satisface la aproximacion de
pendiente pequefia, luego las inecuaciones | n, | < |[n, |, | ny | < |n.| o
equivalentemente | h, | <1, | hy | <1 son vélidas. Los términos de la
derivacién parcial en (I0) pueden ser simplificados como

ho (21— 20) + hy (Y1 — y0) — (21 — 20) 4 By sind 4+ cosd ~ 20

2 2 2
V(@1 —20)* + (1 — 90)° + (21 — 20)° Vs 5+ 2

+ cosf.

(14)

Sustituyendo ([I)-({I4)) en (I0)), se obtiene la expresién aproximada de la
ecuacién de difraccién para una superficie inclinada reflectiva

A 2
U (Py) = U (z0,v0, 20) = ﬁ \/ﬁ + cos 6
o t¥Y + 2

eXp( aco—i—yo—i—zo
// eXp{z— xlslne—zlcose)}

xo—i—yo—i—zo
T 22 +y? 2T T1T0 + Y1Y0
expli————=—=— b exp{ —I——F—— b X
Axg + g + 23 A Vg + g + 25
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2
exp {—Z%LQ} drydy; . (15)

x§ 4+ yg + 25

Aplicando la conversién de coordenadas a (I3]), xg = Lsinf + £ cosb, yo =n
y 2o = L cos § —Esin 0 e introduciendo la funcién apertura P (z,y), (I5) puede
ser transformada en

U )_ﬂ Lcosf — Esin exp(ik L2+§2+772)
= o /T2 + €2 + 12 o8 /L2 + €2 + 12

2
// (z1,11 exp{iT7r (:clsin9)} X
2 L — Esi 14yt
exp 2t cos@—l—M z1 ¢ €Xp z’ﬁml——i_yl X
A /L2+€2+772 A L2+§2+,’72
2 Lsin6 0
exp —i—wxl( sinf + £ cos0) + yun dxydy; (16)
by /L2+€2+7’2

Esta es la ecuacién de difraccién de campo cercano para una superficie rugosa
inclinada.

Si Up (z1,%1) = P(Sﬂl,yl)exp{ P50 [COSQ+ %\/%;Ef} 21}, (I6) pue-

de ser reescrita como

Ao

U&n) = o

Lcosf — Esind exp (Zk L2+§2+772)
—————— tcosf X
/L2+§2+77 /L2+§2+,'72
 (Lsing + & cosh)® + 12 . (Lsing + € cos0)® + 12
expq —i— exp < i— X
by /L2+§2+7’2 A /L2+§2+n2

2T ™ x% +y%
// Uo (z1,91) exp{ 3 (xlsm@)}exp{ )\m X
exp 7i2_7rx1 (Lsinf +£cos6) +y1m deidy, . (17)
A /L2+§2+n2

La ecuacién ([IT) corresponde a una transformacién fraccional de Fourier de
orden « dada por la expresion

Ulen) Ao Lcos@—fsin9+ ; exp (zkz L? +€2+772)
— COS
N 12)\ /L2+§2+n2 /L2+§2+7’2
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,7r(Lsin9+§cost9)2+772 o 27 .
|G (e {F s} os

es decir, la funcién de apertura o pupila se encuentra montada sobre una
fase de la forma exp {127” (21 sin 0)} correspondiendo a una onda esférica; y la
distribucién de amplitudd compleja en el plano de observacién corresponde a
una transformada fraccional de Fourier de orden fraccional de la distribucion
de amplitud compleja del plano objeto. Donde

—i (&4 n?)

exp |i (2 —«
FUo (x1,91)] = ep[i(5 ~ )] exp | —

27 sin o
/ / o —i(@®+y®)
P 2tan «

i (1€ +y1n)
exp | ———
sin «v
Considerando en (I8]) las aproximaciones necesarias que permitan describir
la difraccién de campo cercano, se puede obtener la forma estdndar de la
ecuacién de difraccién de Fresnel para una superficie inclinada y reflectiva, es
decir,

] Uo (x1,y1) dzidyr

U (€,n) = Ao LcosO — fsm@JrCOSQ
2\ VL2 4+ €2 41?2

exp (zk L2+ &+ 772) expd _iT (Lsinf + £ cos6)” + n? y
/L2+£2+7’2 by /L2+£2+7’2
Fo {P (71,y1) exp {—227” [cos@ + %\/ﬁ] 21} exp {13% (21 sin@)}}, (19)

Max <
, se llega a la forma estandar de la ecuacién difraccién de Fraunhofer para
una superficie inclinada y reflectiva, es decir,

de la misma forma, considerando difracciéon de campo lejano (w% + y%)
AL
™

U6 = o |Leost—Esinb s exp (iky/IT+E + P
N Vo NiEEzE

]-'{P(acl,yl)exp {—227” [cos@ + %\/ﬁ] 21} exp {i3% (21 sin@)}} (20)
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4.3 Comparaciones con las ecuaciones de difraccién de Fresnel y
Fraunhofer

En el caso especial de incidencia normal, es decir, # = 0°, (I) puede ademéas
ser redefinida utilizando las aproximaciones:

(a) VL2 +E+n?2~ L+ 52;2"2, por el factor exp {i%”\/lﬁ +&2 4 772} en
(@
(b) /L% + &2+ n? ~ L, para otros factores en (I9)).

Luego, (I9) puede ser transformada en

U (e = RO o [ E 2 e L gy e {30} | 21

De (20) se obtiene

U(&n) = %w}"{l)(m,yﬂ@(p {—24;21}} . (22)

Las ecuaciones (2I) y (22)) son justamente las expresiones clasicas corres-
pondientes a la difraccién de Fresnel y de Fraunhofer para plano de difraccion
y plano de observacién no inclinados.

5 Conclusiones

Partiendo de la integral de Difraccién de Fresnel-Kirchhoff, se ha obtenido
una integral basica de difraccién para una superficie inclinada reflectiva donde
la diferencia en el célculo del factor de inclinacién entre el modelo RSDM y
el TADM ha sido tenido en cuenta. Como resultado fundamental se ha en-
contrado una ecuacién general de difraccién para una superficie inclinada y
reflectiva, bajo iluminacién de una onda plana coherente, considerando los
efectos de rotacion del sistema coordenado sobre la aproximacién de campo
cercano e introduciendo la consideracion de inclinaciones pequenas; la difrac-
cién de campo cercano y del campo lejano son obtenidas y presentadas como
casos particulares de (8)). Por tanto, la expresién derivada es mdas general que
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las

ecuaciones de difraccion clasicas de Fresnel y Fraunhofer. Se debe resaltar

que los campos de luz microscépicos emergentes estan contenidos en estas
ecuaciones de difraccién, y hacen referencia a la distribucién de altura de la
superficie considerada.
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