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Resumen

En este trabajo se propone una recombinacién en arboles binomiales multipli-
cativa generalizada para la ecuacién auténoma, en términos de la condicién
inicial y del producto entre saltos no constantes hacia arriba y hacia abajo del
proceso discretizado. Se presenta de manera formal una técnica para encon-
trar las probabilidades de transicién dindmicas considerando los dos primeros
momentos del proceso solucién de la ecuacién diferencial, los cuales incorpo-
ran el factor de crecimiento y la volatilidad en términos de los parametros
y del proceso subyacente a lo largo de su ramificacién. Se muestran algunos
resultados numéricos experimentales de valoracién de opciones Europeas para
el proceso log—normal y para los procesos de reversién a la media con ruido
aditivo y ruido proporcional para diferentes fechas de expiracién.
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Arboles binomiales para la valoracién de opciones sobre procesos derivados de la ecuacién

diferencial estocastica auténoma

Resumo

Neste trabalho, uma recombinagdo em arvores binomiais multiplicativa gene-
ralizada para a equacdo autonoma é proposta em termos da condigdo inicial
do produto entre saltos ndo constantes para acima e para abaixo do processo
de discretizagdo. Apresenta-se uma técnica formal para encontrar as proba-
bilidades de transi¢do dinamica considerando as duas primeiras momentos do
processo de solugdo da equagao diferencial, que incorporam o fator de cresci-
mento e volatilidade em termos dos parametros e dos processos subjacentes
ao longo da sua ramificagdo. S&o apresentados alguns resultados numéricos
experimentais de avaliagbes Européias para o processo log—normal e do pro-
cesso de reversao a média com ruido aditivo e ruido proporcional ruido para
as diferentes datas de vencimento.

Palavras chaves: equagoes diferenciais estocasticas, arvores binomiais, pro-
babilidades de transi¢ao, avaliagdo de opgdes.

Abstract

In this paper we propose a multiplicative generalized binomial trees recombi-
nation associated with the autonomous equation in terms of the initial condi-
tion and the product of non-constant upwards and downwards jumps from the
discretized process. We present a formal technique for finding the dynamic
transition probabilities involving the first two moments of the solution to the
differential equation, which incorporate the factor of growth and volatility in
terms of the parameters and the underlying process along its branching. Some
experimental numerical results are shown for European option pricing for log—
normal process and the processes of mean reversion with additive noise and
proportional noise for different expiration dates.

Key words: stochastic differential equations, binomial trees, transition

probabilities, pricing of options.

1 Introduccion

El modelo clasico de valoracién de opciones de Black—Scholes [I] supone que el
activo subyacente tiene un comportamiento dindmico asociado a la ecuacién
diferencial estocastica lineal homogénea dada por

dSt == ,U,Stdt + O'StdBt s

donde p, o son constantes y {B;};>0 es un movimiento browniano estdndar
unidimensional.
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En este modelo se establece que, sin realizar supuestos sobre las preferen-
cias de los inversionistas, se puede obtener una expresion para el valor de las
opciones que no depende directamente del rendimiento esperado de la accién
subyacente ni de la opcion; las hipdtesis sobre las que se sustenta configu-
ran un escenario ideal en el que es posible la negociaciéon continua, en unos
mercados perfectos en los que la tasa de interés libre de riesgo es constante.

Desde la propuesta inicial de Black y Scholes han surgido numerosos mo-
delos de valoracién de opciones més complejos en los cuales se incorporan
volatilidad estocéstica [2], saltos [3| 4] y otros. Paralelamente, se han pro-
puesto algunos métodos numéricos alternativos para valorar opciones como el
de diferencias finitas [5} 6] [7], simulacién Monte Carlo [§] y drboles binomiales
[9, 10}, 11] y trinomiales [10, [12].

En general, las primeras configuraciones de estos métodos estan estructu-
radas bajo el supuesto que el activo subyacente sigue un movimiento brow-
niano geométrico, aunque esta suposicién no siempre es cierta. De hecho,
existe una clara evidencia de que los precios spot de commodities agricolas
[13] v algunos energéticos pueden ser modelados con procesos asociados a mo-
delos de reversién a la media con pardmetros constantes [14], e incluso con
modelos mas sofisticados que incluyen saltos y pardametros funcionales deter-
ministicos o estocasticos [15, pags. 106-110], [16]. Aunque en [I7] se pone en
duda estd afirmacion dado el comportamiento de los precios de petréleo y gas
natural en los ultimos afios, finalmente se propone un modelo de reversion no
lineal de tres factores con una marcada tendencia de largo plazo estocasti-
ca, incorporando asi el crecimiento del consumo mundial y el aumento de
incertidumbre en las reservas de petroleo.

Con estas consideraciones, surge una pregunta natural: jcémo se valora
una opcién cuando el activo subyacente no necesariamente sigue un movimien-
to browniano geométrico? La respuesta a esta pregunta no ha sido clarificada
con buen detalle en los textos convencionales de calculo estocéstico aplicado,
ni en los textos que hacen referencia a los instrumentos derivados financieros
para el caso especial en el que los pardmetros son constantes; aunque en [18]
se proponen los modelos MRAM y MRRNAM para el proceso de reversion
a la media con ruido proporcional. Si bien es cierto que se pueden encontrar
férmulas cerradas para la valoracién de opciones, los métodos numeéricos jue-
gan un papel importante siempre que su implementacién computacional sea
mas simple que el desarrollo mismo de las soluciones analiticas. Esta es una
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de las razones por las cuales se plantea el esquema de arboles binomiales para
la valoracién de opciones sobre la ecuacion auténoma.

La primera implementacion del modelo binomial para la valoraciéon de op-
ciones fue desarrollada para el proceso log—normal en [9]. Esta formulacién,
por su construccién misma, condujo a un procedimiento numérico alternati-
vo que es mas simple y computacionalmente mas eficiente que el método de
diferencias finitas. Cabe anotar que el método de arboles binomiales se ha
convertido en una herramienta til y muy popular puesto que su diagrama-
cién representa las diferentes posibles trayectorias que pueden ser seguidas
por el precio de un activo durante la vida de la opcién y a su vez permite
obtener muy buenas aproximaciones utilizando resultados matematicos rela-
tivamente simples. Una aproximacién mas realista para determinar el precio
de las opciones, que se conoce como método de drboles binomiales implicito,
se discute en [19]. Este modelo se basa en el célculo de la distribucién de pro-
babilidad que utilizan los agentes del mercado para valorar las opciones con
un vencimiento comun sobre un mismo activo subyacente y en la deduccién
del proceso seguido por el mismo, bajo un esquema binomial multiplicativo,
donde la volatilidad en cada nodo depende del precio del activo. Los precios
de las opciones se calculan de igual manera que en los drboles binomiales
convencionales. Esta propuesta presenta algunos inconvenientes, pues no se
tienen en cuenta las opciones con vencimientos mas cortos y, ademas, se su-
pone que todas las trayectorias que conducen al mismo valor final poseen la
misma probabilidad de riesgo neutral.

En [20] se plantea un nuevo enfoque utilizando esta misma técnica tenien-
do en cuenta opciones con diferentes vencimientos y considerando en cada
paso un conjunto de opciones con precios de ejercicio iguales a los precios
del subyacente en el nodo anterior y con vencimiento en el momento inme-
diatamente posterior. El inconveniente de este modelo es que presenta proba-
bilidades negativas y, aunque esta falla se puede corregir, el método se hace
mas inestable numéricamente a medida que el niimero de pasos se hace mas
grande. Otra limitacion de este modelo es que sélo se pueden valorar opciones
de tipo Europeo, pero en [21] se introduce la posibilidad de valorar opciones
Americanas.

Para mejorar la estabilidad del modelo, en [20] se propone en [22] un
realineamiento de los nodos centrales del arbol en funcién de los precios a plazo
en lugar de los precios al contado del subyacente, y considerando en cada etapa
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las opciones con un precio de ejercicio igual al precio a plazo del subyacente,
en lugar de su precio al contado. Finalmente, la propuesta presentada en [23]
supera las limitaciones observadas en [19] mediante la implementacién de los
arboles binomiales generalizados en el que se introduce una funcién de pesos
que gobierna el proceso recursivo. Este esquema se puede utilizar para valorar
opciones Europeas con un vencimiento anterior al momento correspondiente
al ultimo nodo del arbol, e incluso se puede ajustar para valorar opciones
Americanas.

La aplicacién del modelo binomial clésico [9] para el problema de valo-
racién fue extendida en [10] a un caso més general con tres pardmetros que
incluye procesos de reversion a la media, pero puede ser ampliado hasta al-
canzar la forma estructural de la ecuacién auténoma que contiene cuatro
parametros constantes, incorporando asi nuevos procesos como, por ejemplo,
el ampliamente reconocido proceso de reversién a la media con ruido aditivo o
proceso de Ornstein Uhlenbeck. En [9] [10] s6lo se estudian procesos con ruido

(@) (@)

proporcional y en consecuencia los términos de crecimiento, u;’y djZ en la
recombinacién multiplicativa, son constantes a lo largo del proceso de rami-
ficacion, mientras que de manera natural para la recombinacién generalizada
que se expone en este trabajo, en la que se incorpora el ruido aditivo, estos

términos resultaran ser dinamicos.

2 Primeros momentos de la ecuacién auténoma

Los momentos de primer y segundo orden de la ecuacién auténoma (II) per-
miten obtener las probabilidades de transicién dindmicas que seran calcula-
das mas adelante. Para este fin, en lugar de hacer este procedimiento con la
solucién explicita, que es un poco mas compleja [24, pdgs. 100-101], se de-
terminarédn los momentos de una manera mucho més simple [25] pag. 113]
tomando los valores esperados de la solucion en forma integral sobre el inter-
valo de tiempo [t;, tx].

Proposicion 2.1. Considere la ecuacion diferencial estocdstica dada por
sobre el intervalo de tiempo [t;,ty], donde «, 5,0 y o son constantes y { By }1>0

es un movimiento browniano estandar unidimensional. Suponga ademds que
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B#0,28+0%#0,8+02#0yS;, =S8;. Entonces, el primer y sequndo
momentos para S estdn dados por:

a) E[S¢|Sil;, = (Sz' + 2) exp(B(ts — 1) — &

B B’
B _p2
b) E[S? ’Sthk = Cexp(A(tk—ti))—i-ﬁ_—Aexp(ﬁ(tk—ti))—i—T, donde:
C—SQ+0—2—i—2A—(2ﬁ+J2)B—(2a—|—290) S‘—f—g
- M A ,B—A A’ - ’ - i B
D = (2a +260) 2
Yy = o+ U) E

Prueba.
a) La ecuacién (Il) puede expresarse en forma integral como
t t
Sy — Sy, = / (o + BSy)du + / (04 0S,)dB, .
t; ;

123

Tomando valor esperado condicional en ambos lados de la ecuacién se obtiene
t
E[S)] — E[S,,] = / (o + BE[Su)du.
t;

Esta se reduce a la ecuacion diferencial ordinaria
m(t) —bm(t) =a, (2)

donde m(t) = E[Sy]. Note que por simplicidad se tomé E[S;| para denotar el
valor esperado condicional E[S;|S;]. La solucién explicita para (2) estda dada
por

(07

m(t) = exp(B(t — ;) E[S] 5(1 —exp(B(t — t;)))- 3)

Finalmente, E[S;|S;i]|;, = (Si + %) exp(B(ty —ti)) — %-
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b) Sea g(Si,t) = S?, aplicando la férmula de Ito [24, pag. 32] sobre g se
obtiene

dg(Si,t) = 2Si(dS;) + (dS¢)?, de la ecuacién (),
(0 + (20 + 200)S; + (28 + 02)S2)dt + 2(0 + 0.5¢)SsdB; .

Expresando esta 1ltima ecuacion en forma integral y tomando valor esperado
condicional se sigue que

E[S}] - E[S7] = /t((ﬂ + (20 + 200)E[S,] + (28 + 0% E[S?])du. .

ti

De este modo se obtiene la ecuacién diferencial ordinaria
p(t) = (28 +0%)p(t) = ¢ + (20 + 200)m(t) (4)
donde p(t) = E[S?]. Sustituyendo m(t) de (), entonces (@) toma la forma
B(t) — Ap(t) = 0 + Bexp(B(t —t;)) = D. (5)

De este modo la solucién explicita de (Bl) estd dada por

]

plt) =B[S]exp(A(ty — 1) — Z(1 — exp(A(t — 1)) +

exp(A(te — 1)) + {1~ exp(Alte — 1)

B D — 62

Finalmente, E[S?|S;]|:, = Cexp(A(ty—t;))+ = Aexp(ﬁ(tk —t;))+

3 Recombinaciéon para procesos discretos

Considere un proceso estocdstico S; modelado discretamente sobre algtin in-
tervalo de tiempo. En cada periodo de tiempo 7, los posibles estados del pro-

ceso estdn dados por una cantidad finita de vectores S = (S](-i)), donde j

estd en un conjunto indexado finito J®. Asi como el flujo de tiempo va del
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periodo ¢ hasta el i + 1, el nodo discreto Sj(i) puede ir a cualquier S](.iﬂ),
j € JUFD[I0).
El proceso discreto determina una matriz de probabilidades de transicién
P = (P j(lj))a de modo que el elemento P](Zj) representa la probabilidad que
S(iJFl)
J

S](-i), se mueva a . El nimero de filas en P es el cardinal de J® y

el nimero de columnas es el cardinal de J (1) tal que para toda j€J @,
2 jei+n Pj(,zj) =1

3.1 Recombinacién en arboles binomiales multiplicativa
Una recombinacién en arboles binomiales para un proceso estocéstico .S; puede

ser descrita como S = (S](-i)) con j € JO ={1,2,...,i+ 1}, tal como es
mostrado en la figura [

Precio del activo

0 1 2 3 4 Tiempo:=iat

Figura 1: recombinacién en arboles binomiales multiplicativa en la cual se ilustra el
comportamiento de ramificacion del proceso en cada nodo
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Las probabilidades de transiciéon estan dadas para cada ¢ por un vector
(Pf),j e J tal que PZ(ZJ) estd definido como Pf siJ =j5+1,1 —Pf siJ =7,
0 cero en otro caso.

En este proceso multiplicativo se define el tamaiio de los saltos hacia arriba
@ , respectivamente, de modo que SU+D S(.i)u(.i)

Jj+1
@ )dgill) = d( 2 (ZH) ; obteniendo la recombinacion

y hacia abajo por u(i) y d

(i+1) _ g(d) ;i)
ij =S5 dj

; tal que u;

dada por

. Jj=1 i—j+1
S =5y TJ uy ™V 11 '

So = 5

(@)

Obsérvese que para el caso especial en el que u ;

esta recombinacion toma la forma S j(l): So w/1di=+1 [9, [10],[26], pags. 388-
390].

En [10] se presentan otras posibilidades de recombinacién multiplicativa
utilizando arboles trinomiales para procesos estocdsticos de un solo factor, y se
muestra un procedimiento similar, con una estructura un poco méas compleja,
para procesos de dos factores.

=uy d§i) = d son constantes,

3.2 Cailculo de las probabilidades de transicion

En esta seccién se hara la deduccion de las probabilidades de transicion
dindmicas para (IJ), la cual contiene implicitamente algunos procesos que han
sido muy utilizados para estudiar el comportamiento dindmico de las tasas
de interés [27] y otros que han servido como punto de partida para la mo-
delacién de los precios spot de algunos energéticos [4, 13| [14] [15]. El anélisis
que se llevara a cabo para obtener estas probabilidades es similar al propues-
to en [10], pero aqui se hace la extensién para el caso mas general. Como
se expresO anteriormente, una diferencia importante que se establece en este
trabajo es que para el calculo de las probabilidades no se exige que los factores

§ 9 y d( D sean constantes, sino que se permite, por la naturaleza misma de la
recomblnacmn que ambos factores tengan un comportamiento dindmico a lo
largo del proceso de ramificacién.
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Proposicién 3.1. Considere la ecuacion diferencial estocdstica como en (0l) y
la recombinacion en drboles binomiales multiplicativa S = (SJ(Z)) Suponga
quet =t; y Sy, = SJ(.i). Sobre el intervalo de tiempo [t;,t; + At] se denota
la esperanza condicional del proceso continuo por E(S¢|St,)|t.+at y para el
proceso discreto por Ed(S(i)|S](-i))|ti+At.

El acoplamiento del primer y sequndo momentos para estos dos procesos,
permite obtener como resultado una recombinacion especificada por:

A(Sy,, At) —dV)

K 7
! u§z) _ @
u(l) — GCOSh_l(G(Szi,At))’ d(l) _ 1‘ | (8)
J ; "o
J
donde
A E(S¢Se)e,
A(S,,, At) = M
Sj
3 E(S3]S:)l,
(S;7)
9 1+ B(S;,At)
(Sut) = e

Prueba. La primera parte de la prueba es idéntica a la descrita en [10] (pro-
posicién 3). Por otro lado, defina la volatilidad del proceso Sy como la desvia-
cién estdndar del retorno de S en periodo corto de tiempo de longitud At, es
decir,

02(Sy, At) := B(S;, At) — A%(S,,, At)
o? B D
T ERA T e o)

J
2
« «
S;7B S;

B (D—0?)
Ppe—a) PRI Gy ((l

J
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Luego de algunos procedimientos algebraicos se obtiene que

0
(S, At) = (W n g> VAL,
J

donde los términos de orden superior para At fueron ignorados.
Ahora,

2
P;(u<,>)2+(1—Pj)(d§,>)2_[pju§)+(1—Pj)d§,>]2: (S(i)+0> At. (9)
j

De (@) y @)
9 2
A(S,,, At)(ugz) n d§z)) _ u§z)d§z) + A%(S,,, At) = (T + a> At.  (10)
St
J

Cuando los términos de orden superior para At son ignorados, una solucién
para esta ecuacion estd dada por

() (@)
QN 0
%7]:008}1 —+40 | VAL ],
2 S(l)

J

% +J> VAt

. < - <—f) +a> VAL
(4) S st
por tanto, ujs =er .

Sustituyendo estos resultados en (I0) y despejando la funcién cosh se sigue

que

J

2
0 _
- A2
1+ <S(i) +a> At — A2(S,,), At)

COSh(a—(St“ At)) 2A(St At)

1+ B(Sy,, At)
2A(Sy,, At)
=0(S;,, At).

Finalmente, 7(S;,, At) ~ cosh 1 (0(S;,, At)). O
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Proposicién 3.2. Considere la ecuacion diferencial estocdstica como en ()
sobre el intervalo de tiempo [to,T]. Sea S®) = (S](-i)) una recombinacion en
drboles binomiales multiplicativa con un paso de tiempo §t. Suponga que existe
una cota inferior Sy > 0 tal que SJ(.Z) > Sim para toda i,j. St se hacen
coincidir el primero y seqgundo momento para los procesos discreto y continuo,
resulta una recombinacion cuya probabilidad de transicion estd especificada
por

2
« 0
@ + 05 ~+ 0 VAL
1 gt 2 S(z)
P]Z = —+4 J p ! 3 (11)
2 ~+ 0
(@)
S;
. 92 +0>\/E . 1
u) = e<5” dY = (12)
U

La prueba de esta proposicion se basa en la expansién de series de Taylor
en At uniformemente con respecto a S;, considerando los resultados en la
proposiciéon By es idéntica a la descrita en [10] (Teorema 1. a).

3.3 Probabilidades de transicién para algunos procesos derivados

De la ecuacién auténoma se derivan algunos procesos muy conocidos que han
sido usados en la modelacién de tasas de interés y otros que permitieron un
primer acercamiento al estudio de precios spot de commodities energéticos;
de modo que se presentaran las probabilidades de transicién para algunos de
ellos.

Considere la ecuacién diferencial estocastica con las especificaciones dadas
en la proposiciéon Este proceso general puede ser discretizado por una
recombinacién en arboles binomiales multiplicativa en los siguientes casos:
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a) Si @ = 6 = 0, se obtiene el proceso log—normal dS; = 3S;dt + 0S;dBy,
el cual esta especificado por

(1)

. 1 . . 1
i _ : (&) _ _oVAt (@) _
P = 5 + oy ;U e ;o d; NGk
J
b) Si @« = pL,f = —p y 6 = 0, se obtiene el proceso de reversién a

la media con ruido proporcional dS; = (L — Sy)dt + 0SidBy, el cual
estd especificado por

L 1,
pl = —1)-zo
1 s 2 O _ ovai 0 _ 1
i—_ J ,Z:J t .Z:
Fi=3+ % o=, NOR
J

VAL

c) Sia =puL,f = —py o =0, se obtiene el modelo de Vasicek [27],
el cual es un proceso de reversiéon a la media con ruido aditivo dS; =
w(L — Sy)dt + 0dBy y esta especificado por

, 1 62
(@)
. u(L— S, )_55@ VAL . < ?i)> s
i = — J M .Z = 5; .Z =
P = 5 + 20 Pou eN’i , d] R

U

d) Si g =0 =0, se obtiene el modelo de Merton [27] dS; = adt + 0dB;, el
cual estd especificado por

L0 A
[T 2@ I
PZ = — 4+ J : u(z) =e S]('l) d(l) =
772 20 Y AN OR
J

e) Sia = =60 =0, se obtiene el modelo de Dothan [27] dS; = odtdBy, el
cual estd especificado por
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f) Si & = 0, [10] se obtiene el modelo de Brennan—Schwartz [27] dS; =
(o + BSy)dt + 0SdBy, el cual estéd especificado por
1

Pty SJ W) = oAt gl 1

iT 3 % Y AN

2| VAt

4 Valoraciéon de opciones

En esta seccién se hard una breve descripcion del método de valoracién de
opciones call y put del tipo Europeas utilizando la recombinacién en arbo-
les binomiales multiplicativa bajo la probabilidad subjetiva P, inmersa en un
mundo mas riesgoso en el que se pueden presentar oportunidades de arbi-
traje. A este mundo se le dard el nombre de “mundo real”. Asi mismo, se
presentard un principio importante que da lugar a esta misma valoracion en
un mundo sin riesgo, que se llamard “mundo de riesgo neutral”. Los teoremas
y procedimientos bajo los cuales se puede hacer el paso del mundo real al
mundo neutral se presentaran en la siguiente seccion.

4.1 Una aproximacion algebraica

Suponga que la vida de una opcién sobre un activo que no paga dividendos,
con precio inicial Sy y prec10 de ejercicio K, es dividida en IV subintervalos de
longitud At. Defina f como el valor de la opcién en el nodo (7, j). Recuerde
que el precio del actlvo en el nodo (i, 7) estd dado por

i—j+1

S(z S Hu(k 1) H u§sz)

k=1

e Para el caso de una opcion call Europea, el valor en su fecha de madu-
racién estd dada por max(S; — K, 0), por tanto,

i—j+1

Jj—1 )
£ = mix (SoHu/i’”) [T o k,0> para j=1,2,....N.
k=1 k=1
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Ademds, [\ = e [PY Y 4 (1 - PO D) para 0 <i < N - 1
yl<js<i

e Para el caso de una opcion call Europea, el valor en su fecha de madu-
racién estd dada por max(K — S, 0), por tanto,

j—1 i—j+1

N , k—1 i—k .

59 i (s T T 0] o =12
k=1

k=1

Ademds, f\ = e [PY Y 4 (1 - PO D) para 0 <i < N - 1
yl<js<i

Estas ecuaciones establecen que el valor de la opcién hoy es el valor es-
perado futuro descontado a la tasa de interés libre de riesgo r. En un mundo
de riesgo neutral todos los individuos son indiferentes al riesgo, ellos no re-
quieren ninguna compensacién por el riesgo, y el retorno esperado de todos
los instrumentos es la tasa de interés libre de riesgo. Estas ideas configuran
un principio general de vital importancia en la valoracién de opciones que se
conoce como valoracion de riesgo neutral. Este principio establece que cuando
se valoran opciones es valido suponer que los agentes que intervienen en el
mercado se encuentran en un mundo de riesgo neutral.

4.2 Valoracion de riesgo neutral

“Cualquier instrumento derivado dependiente del precio de un activo puede
ser valorado suponiendo que el activo se encuentra en un mundo de riesgo
neutral” |26l pdg. 389]. Para propdsitos de valoracién de una opcién se puede
suponer que:

1. El retorno esperado de todos los instrumentos negociados es la tasa de
interés libre de riesgo.

2. Los flujos de caja futuros pueden ser valorados descontando sus valores
esperados a la tasa de interés libre de riesgo.

De este modo, cuando se quiere hacer el paso del “mundo real” al mundo de
riesgo neutral, el retorno esperado del activo experimenta un cambio impor-
tante, mientras que su volatilidad sigue siendo la misma. El paso de un mundo
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en que existe un conjunto de preferencias al riesgo, a uno con otro conjunto
diferente se conoce como “cambio de medida”.

Como el valor esperado del pago descontado de un instrumento derivado
bajo la probabilidad subjetiva P daria lugar a oportunidades de arbitraje, es
necesario construir una unica medida de probabilidad P* equivalente a P tal
que:

1. El precio descontado a la tasa de interés libre de riesgo r sea una mar-
tingala.

2. El valor esperado del pago descontado de un instrumento derivado bajo
la probabilidad P* no presente oportunidades de arbitraje.

La medida de probabilidad que se considera en un mundo de riesgo neutral se
conoce como medida equivalente de martingala y se describird a continuacion.

5 Medida equivalente de martingala

Sea (92, F,{Fi}t>0, P) en espacio de probabilidad completo con una ﬁltracién
{Fi}. Si P* es una medida sobre (Q2, F) dada por P*(A4) = [, f( ), A€
F, entonces dP*(w) = f(w)dP*(w).

5.1 (Teorema de Cameron—Martin—Girsanov)[24, pag. 270]

Teorema 5.1. Sea {B:}o<i<r un movimiento browniano standard unidi-
mensional definido sobre un espacio de probabilidad (2, F, {E}t>0,P). Sea

40 € SHOT)). D 10 = T otwPdu+ [ o(u)dB,, B; =
— i o, P () = exple] (6))dP(w).

Sz P*(Q) = 1, entonces {Bj }o<i<T €5 un nuevo movimiento browniano
unidimensional definido sobre el espacio de probabilidad (2, F,P*) con res-
pecto a la misma filtracion {F;}.
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5.2 (Teorema de Girsanov)[24, pag. 272]

Teorema 5.2. Sea {B;}o<i<r un movimiento browniano standard unidimen-
sional definido sobre un espacio de probabilidad (0, F,{F;}i=0, P).

Sea S; un proceso de Ito unidimensional sobre [0,T] dado por
St = SO + / f(Swu)du + /g(Swu)dBu’

donde f € £2([0,T]);R) vy g € £2([0,T)).

Sea ¢(t) € £2([0,T);R). Considere B} y P* definidos como en el teorema
51l Si P*(Q) = 1, entonces Sy es también un proceso de Ito unidimensional
sobre el espacio de probabilidad (2, F, P*) con respecto al movimiento brow-
niano B, es decir, St es la solucion de la ecuacion diferencial estocdstica

sobre el espacio de probabilidad (2, F, P*). Si f(z,t) y1/g(x,t) son acotados,
entonces ¢(t) = —f (S, t)/9(St,t) y, en consecuencia, [I3) se reduce a dS; =
9(Si,t)dB;, 0<t<T.

5.3 Incidencia de la valoracién de riesgo neutral sobre la ecuacién
diferencial estocastica auténoma

El precio descontado a la tasa de interés libre de riesgo r es Sf = ¢S, y su
diferencial estocdstico estd dado por

dle™"Sy) = —re "Sidt 4 e "'dS;
(4 BSy — rSy)e "dt + (6 + 0Sy)e " dBy

Ocefrt Hefrt
= — - B—r|Sfdt+ | ——+ 0| SfdB,.  (14)
St St

De la solucién discretizada de ([Il) puede observarse que el precio descon-
tado S} satisface la misma ecuacién que S, donde el retorno A(St,, At) ha
sido remplazado por A(S;,, At) — e ",
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De este modo, el valor esperado bajo la probabilidad subjetiva P, del
pago descontado de un instrumento derivado, presentara oportunidades de
arbitraje puesto que S} no es una martingala. Para encontrar una medida de
probabilidad bajo la cual S} constituya una martingala (I4) se debe escribir
en tal forma que el término de tendencia sea “absorbido” dentro del término
de la martingala y asi determinar cudl es la sustituciéon méas apropiada sobre
los parametros iniciales.

De los teoremas 5.1y (.2,

ae rt
o)
ot) = —— . dB; = dB, — 6(t)dt. (15)

fe Tt ’
5 +o

Remplazando en (I4) se obtiene dS; = (fe~"* + ¢.5})dB;, de este modo es
facil observar que S} = 5§ + fg(ﬂe_” + 0S})dB;; es una martingala.

Al sustituir las ecuaciones obtenidas en (IH]), la ecuacién auténoma (]) en
un mundo de riesgo neutral, se reduce a

Las probabilidades de transicién para (I6) se obtienen facilmente tomando

a=0y [ =ren ().

6 Resultados numeéricos experimentales

Para efectos ilustrativos del método propuesto en este trabajo, sélo se presen-
taran algunos resultados numéricos asociados a la valoracién de opciones call
Europeas en el “mundo real” bajo la probabilidad subjetiva P, y en un mundo
de riesgo neutral sobre los procesos log—normal y de reversiéon a la media con
ruido aditivo y ruido proporcional en contraste con resultados que se obtienen
al utilizar la férmula de Black—Scholes. Se debe aclarar que en los mercados
financieros la valoracion de opciones se lleva a cabo considerando el principio
de valoraciéon de riesgo neutral. La valoracién bajo la probabilidad subjetiva
utilizando los parametros estimados de los datos histéricos es de puro interés
tedrico.
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En las figuras[2], Bly @l se observa la rdpida convergencia de la recombinacién
en arboles binomiales multiplicativa generalizada para opciones call Europeas
con diferentes fechas de expiraciéon y con un total de 50 periodos.

Comparacion mundo real Comparaciéon mundo real
05 Mundo de riesgo neutral 018 Mundo de riesgo neutral
., 0,17 .
Valoracion mundo real Valoracion mundo real
£045 1 £
£ o6
o) 5
= 04 =015
] 3
° o 0,14
£03s £ o3
A a A"“'“"Valoraci()n Black-Scholes
0.12kF A Aedle \
0,3 ++ee+++Valoracion Black-Scholes E ? V VvV .,
T o1 Valoraciéon mundo neutral
V' . ,
VVV Valoracion mundo neutral
0,25 e 0,1 s
0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Ntimero de periodos Niimero de periodos
Comparacion mundo real
03 Mundo de riesgo neutral
0.28 Valoracién mundo real
£0.26 Tiem Precio Precio Precio
3] €MPO | mundo real| mundo neutral|Black-Scholes
a
0,4 3 meses | 0,1609 0,1202 0,1205
° 6 meses | 02717 0,1813 0,1820
—g 0,22 12 meses| 0,4845 0,2781 0,2792
g3)
2
£ 02 y 1
------- Valoracion Black-Scholes
0,18 AAvAv v
’ v v Valoracién mundo neutral
0,16

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Numero de periodos

Figura 2: valoracion de una opcion call Europea para un proceso log—normal T' =
025, T=05yT=1.r=10%, Sp = 1,6686, & = 0,25, & = 0,3, K = 1,6686
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Comparacion mundo real Comparacion mundo real
Mundo de riesgo neutral Mundo de riesgo neutral
3.2 ——— 1,7 —
31p°°° eee :Yaloracmn Rlacls Scholes > ® @ o @ Valoracién Black- Scholes

Valoracién mundo neutral ] S

Valoracién mundo neutral

2,81
Valoracién mundo real

26t Valoracién mundo real

Precio de la opcion
(3]
5

1,45F
2,5} J
24l ] 14F
2’3 1 1 1 1 1 n 1 1 " 1’35 1 I I 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Nimero de periodos Nimero de periodos
Comparacién mundo real
Mundo de riesgo neutral
6,5 T T T T
® @ o o Valoracion Black- Scholes
6} 9 °
Valoracidén mundo neutral - - -
g Ti Precio Precio Precio
75 55F 1empO | mundo real |mundo neutral [Black-Scholes
& L 3meses | 14692 16394 1,6460
= st - Valoracién mundo real 6 meses 2,7018 3,1200 3,1280
% 12 meses 4,9574 6,0221 6,0339
Q457 1
Q
[0
—
A 4 i
35 . R R A .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Niimero de periodos
Figura 3: valoracién de una opcién call Europea para un proceso reversion a la media

con ruido aditivo T =025, T =05y T =1.r = 10%, Sy = 63,31, L= 64,1827,
a =5,6181,6 =2,7068 y K = 63,31
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Comparacién mundo real Comparacion mundo real
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0,45} 1
0,16
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g 04 ] g o5
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=} =]
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0,3 T T T T T T T T T
028 Valoracién mundo real
Tiempo Precio Precio Precio
0.26 i P mundo real |mundo neutral | Black-Scholes
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0
& 024 1 6 meses 0,2717 0,1813 0,1820
<
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=
o 022 _
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&
02 4
® @ @ o o Valoracion Black-Scholes
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0,16 s s s s s s ' s s
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Figura 4: valoracién de una opcién call Europea para un proceso reversi(:)n a la media
con ruido aditivo T = 0,25, T =05y T =1.r = 10%, Sy = 63,31, L = 64,1827,
a =5,6181,6 =2,7068 y K = 63,31

En las figuras Bl y [6] se muestra el comportamiento de las cotas de error
absoluto de la recombinacién generalizada en comparacién con la formula de

Black—Scholes.
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Figura 5: convergencia historica de la recombinacion en arboles binomiales multi-
plicativa generalizada para opciones call del tipo Europeo con diferentes tiempos de
expiracion para los procesos log—normal y de reversion al a media con ruido propor-
cional. El error absoluto fue calculado en comparacién a los resultados de la férmula
de Black—Scholes en un mundo de riesgo neutral
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Figura 6: convergencia historica de la recombinacion en arboles binomiales multi-
plicativa generalizada para opciones call del tipo Europeo con diferentes tiempos de
expiracion para el proceso de reversiéon al a media con ruido aditivo. El error absoluto
fue calculado en comparacién a los resultados de la férmula de Black—Scholes en un
mundo de riesgo neutral

7 Conclusiones

En el modelo propuesto se obtiene una recombinacién multiplicativa generali-
zada y las probabilidades de transicién variables que determinan el comporta-
miento dindmico de procesos discretizados asociados a la ecuacién diferencial
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autonoma a lo largo del proceso de ramificacion, sujeto a unas restricciones
apropiadas para los pardmetros. Se presenta, ademads, el esquema de arboles
binomiales generalizado como un método numérico alternativo para valorar
opciones sobre activos que pueden ser modelados utilizando la ecuacién dife-
rencial estocdstica lineal general con pardmetros constantes o por cualquiera
de sus procesos derivados. Se ilustra graficamente la rapida convergencia del
método numérico con sus cotas de error absoluto y los resultados de la valora-
cién de opciones call Europeas para diferentes procesos con distintos tiempos
de expiracién en el “mundo real” y en un mundo de riesgo neutral. Final-
mente, un trabajo posterior permitird estudiar la velocidad de convergencia
del método para opciones call y put Europeas y Americanas. Asi mismo, se
podréa extender este procedimiento a procesos mas generales en los que se
consideran parametros funcionales deterministas inobservables o estocésticos,
para sistemas de dos o tres factores e incluso modelos estocasticos méas com-
plejos que incluyan saltos, todos ellos basados en la ecuaciéon auténoma con
algunas modificaciones y que son usados en la actualidad para modelar el
comportamiento dinamico de los precios spot de algunos energéticos.
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