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Resumen

En 1991 M. Dotsenko presenté una generalizacién de la funcién hipergeomé-
trica de Gauss denotada por 2R] (z), estableciendo ademds tanto su repre-
sentacién en serie como también su representacion integral. Es importante
notar que en 1999 Nina Virchenko y luego, en el 2003, Leda Galué conside-
raron esta funcién, introduciendo un conjunto de férmulas de recurrencia y
de diferenciacién las cuales permiten simplificar algunos cédlculos complicados.
Kalla y colaboradores estudiaron esta funcién y presentaron una nueva forma
unificada de la funcién Gamma, luego en el 2006, Castillo y colaboradores pre-
sentaron algunas representaciones simples para ésta funcién. En este trabajo
se establecen algunas integrales impropias con limites de integracién infinitos
que involucran a la generalizacién 7 de la funcién hipergeométrica de Gauss
oRi1(a,b;c;1; 2).
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Algunas integrales impropias con limites de integracién infinitos que involucran a la

generalizacién 7 de la funcién hipergeométrica de Gauss

Abstract

In 1991 M. Dotsenko presented a generalization of Gauss’ hypergeometric
function refered as 2R (z), and established its representation in series and
integral. It is important to remark that in 1999 Nina Virchenko and, later in
2003, Leda Galué considered this function by introducing a set of recurrence
and differentiation formulas; they permit simplify some complicated calculus.
Kalla et al estudied this function and they presented a new unified form of
the gamma function. Later in 2006, Castillo et al present some simple rep-
resentation for this function. Along this paper work some improper integrals
with integration infinity limit involving generalized hypergeometric function
oR1(a,b;c;T; 2) are displayed.

Key words: generalized hypergeometric function, improper integrals.

1 Introduccion

El estudio de las funciones especiales ha apoyado en gran manera el desa-
rrollo de las mateméticas aplicadas, entre ellas se tienen [il, P]: la funcién
hipergeométrica de Gauss, la funcién hipergeométrica generalizada, la fun-
cién hipergeométrica de Wright, las funciones de Appell, la funcién G, la
funcién H, las funciones de Humbert, etcétera.

Las funciones hipergeométricas aparecen en una diversidad de aplicaciones
tales como [I], f]: estadisticas, investigacién de operaciones, teorfa cudntica,
ecuaciones funcionales, vibracion de placas, conduccién de calor, elasticidad,
radiacién, etcétera.

En 1991 M. Dotsenko considerd una generalizacién de la funcién hiper-
geométrica de Gauss denotada por 92 RJ (z), estableciendo ademds su repre-
sentacién en serie e integral. En 1999 Nina Virchenko [f]] establecié algunas
férmulas de diferenciacién y relaciones de recurrencia para la funcién o R (2),
luego en el 2006 Jaime Castillo y colaboradores [f] obtuvieron 17 representa-
ciones simples para dicha funcién.

En este trabajo se pretende obtener algunas integrales impropias con limi-
tes de integracién infinitos que involucran a la generalizacién 7 de la funcién
hipergeométrica de Gauss 2 R1(a, b;c;T; 2).
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1.1 La funcién hipergeométrica

En esta seccion se presenta la ecuacién diferencial hipergeométrica con la
solucién en serie denominada serie hipergeométrica de Gauss, la cual se
nota por oFi(«,3;7v;2) llamada comunmente como la funcién hipergeo-
métrica de Gauss. También se presenta la representacién integral para di-
cha funcién, posteriormente se define la funcién hipergeométrica generalizada
2R1(a,b;c;T;z) con su representacion en serie e integral y algunas relaciones
de recurrencia. Finalmente, se muestran algunas integrales que contienen a
A(z)y F1 (a,b;c; ¢ (z)) las cuales son tiles dado que expresan formas compu-
tables para la funcién beta generalizada usada por diversos investigadores en
el estudio de las funciones de densidad de probabilidad y sus propiedades
estadisticas para resolver diversos problemas asociadas a las mismas.

1.1.1 La ecuacién hipergeométrica
La ecuacion diferencial lineal, dada por [B, pag. 162],
z2(1—2)u" + [y — (a4 B+ 1)z — afu=0, (1)

donde z es una variable compleja y «, (3, v son pardmetros reales o complejos.
La ecuacién ([) se conoce como la ecuacién hipergeométrica y contiene como

casos especiales muchas ecuaciones diferenciales encontradas en las aplica-
ciones.

En la regién |z| < 1, una solucién particular de (fll) es

u1(z) = 2F1(a, B57; 2)

donde oF(a, B;7; 2) es la funcién hipergeométrica de Gauss definida de la
forma

s k
2F1 5a7a Z k k" 9
k=0 (Vi

donde v # 0,—1,-2,...
La representacién integral de la funcién oFy (o, 3;7; 2) estd dada por [B,
pég. 240]
1

/tﬁll—ﬂﬁl(l tz)"*dt
0

oFi (o, By 2) = THT (=3
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Re(y) > Re(B) > 0; |arg(l —2)| <.

De acuerdo con el teorema 18 [, pag. 49] se tiene

I'e)T'(c—a—0)
IF'(c—a)T(c—b)’

Re(c—a—b)>0,c#0,-1,-2,...

2Fi(a,bye;1) =

1.1.2 La funcidén 2R] (2)

En 1999 N. Virchenco [[] consideré una generalizacién de la serie hiper-
geométrica de Gauss de la forma

. I'(a+ k)T b—f—TkJ)Z_k
I(c+ 7k) k!’

9oR(2) = 2R1(a,b;c;752) =
k::O

donde a, b, ¢ son nimeros complejos, 7 € R, 7 >0, ¢ #0,—1,-2,..., |z| < 1.

Facilmente se verifica que
oR1(a,b;¢;1;2) = oF1(a, b;c; 2)
c#0,-1,-2,...,|2| < L
Esta funcién tiene la representacion integral

oRi(a,b;c; 75 2) =

1
b /tb 1 C b— 1(1_ZtT)—adt
C_
0

7 > 0,Re(c) > Re(b) > 0.

Una nueva representaciéon para la funcién Ry (a,b;c;7;2) la obtuvieron
Castillo y colaboradores [f]

T'(c) Z (1—c+1b), T (&)
R b:e: T — T
BT ST 2 W TR )
k+b k+b
2F1(a, T L) (3)
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1.1.3 Algunas integrales que contienen a A (x)2F (a,b;c; ¢ (z))

A continuacién se presentan algunas integrales impropias que contienen a
A(z)oF (a,b;c; ¢ (x)) para algunas funciones A (), (z) [[, pags. 314-318],
numeros (1),(2),(4),(5),(10),(11),(13) — (22),(29) las cuales han sido
desarrolladas por diversos investigadores y serviran de base para verificar
los nuevos resultados que se presentan en este trabajo.

1) /x‘klzﬂ (a,b;¢; —wzx) de = w™ T [ “
0

a,a—a,b—a
a,b,c—a

0 < Re(a) <Re(a),Re(b);|argw| < 7.

oo
2) /xa’lgFl (a,b;¢;1 —wa)de = w™ T {
0

c,o,a —a,b—a,c—a—b+«
a,b,c—a,c—b

0,Re(a+b—c) <Re(a) <Re(a),Re(d);|argw| < .

y

3) /a:(’ I >y (a,b; c; —wz) der =
0

B (o, 3) y* P13 F (a,b, o5 ¢, o0+ B; —wy)

y,Re(a),Re(8) > 0;]arg (1 +wy) | < 7.

y
4) /x“‘l(y - x)ﬁflgFl (a, b; ¢; %) dz = B (o, B) y* P13, (a,b, a5, + 35 1)

(e}

y,Re(a),Re(B),Re(c—a—b+03)>0

y
a—1/, _ \B—1 R _ atp—1 Cy b,a,
5) /x (y—2x)" "oF1 (a,b;¢1 —wz)de =y F{c—ac—ba—l—ﬁ
0
c,a+b—c B,c—

[ ) - . c—a—b, c—a—b+at+p—1
3F2(a,b,a,a+b C—f—]_,()é-’-ﬁ,wy)"‘w Y F|: a,b,C—a—b+

a—b+a

ot ]x sFh(c—a,c—bc—a—b+a;c—a—-b+1l,c—a—b+a+ F;wy)
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y,Re(a),Re(f),Re(c—a—b+a)>0;|argw| < 7.

Yy

aclf  ye-l o1& o etacl c,a,c—a—b+a
6) /(E (y 1[}) 2F1<a;b70a1 y)dxfy P[c—a—l—a,c—b—i—a
0

y,Re(a),Re(c),Re(c—a—b+a)>0.

7) / g —y) 5P (a,b; ¢ —wz) de = y*TPIB (8,1 — a — B),Fs (a,b, o

. l—a—p3
¢, + (3 —wy) + w r abc—a—fB+1

cca—a—FB+1,b—a—0+1,a+6—-1 ] y
sFh(1—-B,a—a—-p+1Lb—a-pF+1;2—a—F,c—a—F+1;—wy)

y,Re(8) > 0;Re(a+ f —a),Re(a+ 0 —b) < 1;|argw| < 7.

o0

8) /a:(’_l (z —y)" T 9F (a,b; ;1 — wa) do = w9y TA-e—1T [ C’bb_ a,f,a— o
c—a,a—
Y
B+1 —b, at+B—b—1
a1 X g3Fy a,c—b,a—a—ﬁ—l—l;a—a—i—1,a—b+1,w—y + w Py r

{c,a—b,ﬁ,b—a—ﬁ—i—l

c—bb—a+1 }XgFg(bc—ab—a—b’—f—lb—a—i—lb—a—l—l,wy)

y,Re(8) > 0;Re(a+F —a),Re(a+F—0) <1;|largw| < 7.

9) /Hz,,gFl (a,b;c; —wz)de = 2% PB (a, p — a)3Fz (a, b, a;c,a — p+ 1 wz) +

a—a+pb—a+pa

p—a ¢
v P[ a,bc—a+p

P ]3F2(a—a+p,b—a+p,p;c—a—|—p,
p—a+lwz)

Re(a),Re(a—a+p),Re(b—a+p) > 0;|argw|, |argz| < 7.

c,a,06—a,b—a,c—a—b+a

o0
10) /(ii—;y)zﬂ (avb;C;l—wx)dﬂ?:w_“Z_pr[ abc—a,c—b
0
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3Fy (a,p, c—a—b+a,a—a+1l,a—b+1; —é)—i—w*‘zza*p*‘zf b —ba,cc,_aa— %

a—atp } X 3F2(a,c—b,a—a—l—p;a—a—l—l,a—b—i—1;—%)—|—w_bz(’_p_bf

a—bc,a—bb—a+p . |
{ c—b,p }><3F2(b,c—a,b—a+p,b—a+1,b_a+1,_i)

Re(a),Re(c—a—b+a),Re(a —a+p),Re(b—a+p) > 0;|argw|,|argz| < 7.

201  i_a c,ca—a+1l,b—a+1,a—1
11)/ )2F1 (a,b; ¢; —wz)dx = w I‘{ abc—o+1 X

sy (lLa—a+1,b—a+1;2—a;c—a+1—wy) — 7y Leotame i (a,b; c; —wy)
y,Re(a) > 0;Re (o —a) ,Re(a —b) < 1;|argw| < 7.

12) /(I yl)gFl a,b;c;1 —wz) dr = mw=*y*~ 21 cot (oz—a)ﬂf‘[ z:i:z } X

b oo—b c,oo—b
gFl(a,c—boz—b—l—l,E)—l—ﬂw z% 1C0t(b_a)ﬂr[a,c—b}x

w= c,o,a —a,b—a,c—a—b+«
2F1(b,c—ab—a+1,wy) m F{ ab.c—ac—b }x

3Fy (1,a,c—a—b—|—a a—a+1; oz—b—i—l,wy)

y,Re(a),Re(c—a—b+a)>0;Re(a—a),Re(a—b) < 1;|argw| <.

y

c—1 B—1 yeth—1

13) /%Qﬂ(abcwx)dx— (c,8) £ = (p, a, 3, b; c—i—ﬁ,yz 17wy)
0

y,Re(c),Re(B) > 0;|arg (1 —wy) |, |arg (1—2)| <.
y
14 ¢ (y—2)? r b: e dx (1+wy)” c+/3—1 F b . .
) (1—3:2)‘34”"*“ 2471 (a/a ;G U)J?) (C ﬁ) (1_ 2471 (a/a +B,c—|—ﬁ,wy)
0
y,Re(c),Re(B) > 0;|arg (1 —wy) | < 7.
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c—1

a " (y—z)’ ! c T _ ¢Bec—a—b+p
(I—x2)? 2F1(Cl7b7(37y)dl‘—r|:C_a_’_ﬁ’c_b_'_ﬂ X

pBe—a=b+Fie—a+Be—b+ i)

15)

\@

35y

=

y,Re(c),Re(B),Re(c—a—b+0)>0;|arg(l —yz)| < .

Y
16) /xa_l (y— )" "2 F (a, by c;wz (y — @) do =
0

2
yHITB (0, 8)4Fy (aba Bre, 52, L )

y,Re(a),Re(B) > 0.

A menudo se hard uso de la notacién

T (a1)T (az)...T (ay) —I‘[ ai, ag,..., an ]
[ (b)) T (b2)...T (by) bi, ba,..., by |7

2 Resultados

En esta seccién se presentan algunas integrales impropias con limites de in-
tegracion infinitos que involucran a la generalizacién 7 de la funcién hiper-
geométrica de Gauss. Se establece el desarrollo simbdlico para uno de los
resultados con el apoyo de diversas herramientas del calculo avanzado; el
método que aqui se usa es similar al que se utiliz6 para obtener el resto de
resultados listados en la subseccién R.1.

2.1 Algunas integrales impropias con limites de integracién infini-
tos que involucran a la generalizacién 7 de la funcién hiper-
geométrica de Gauss

A continuacion se presentan los resultados obtenidos, junto con sus condi-
ciones de validez, tales condiciones son coherentes con las presentadas en la

subseccién
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Calcular .

1= /xo‘*lgRl (a,b;c; 5 —wz) dx .
0
De acuerdo con el resultado (§), I se escribe de la forma

I(c) / = (1—c+b), T (&) k+b k+b
= 7 a F d
x E o F (a, . = )dx;
0

kU T (R 41)

Aprovechando la convergencia absoluta de la serie, se intercambia la suma
con la integral

E+b k+0

I= /xa—12F1( - 4 1—wx)dz;
1) T T

T(c Z(L—c+b), T (D)
()T (c — b) 2 :

&=

-
)
E

_|_

Reorganizando se tiene

TEM@ @ =a), (55 (1=c+d), (o)

L= T (e = b)T(a) ©

Teniendo en cuenta la propiedad de la funcién Gamma que expresaI' (a + 1) =
al’ (a) y después de simplicar se tiene

I =

()l (a)T (a ai (1—-c+0b), 1

I'®)I(c—0b)I(a P k! (k+b—7a)’

Se vuelve a aplicar la propiedad anterior

_r(c)r(a)r ai 1—c+b I'(b—T1a+k)
T T (c— ~ Fb—Tta+1+k)’

y haciendo uso del simbolo de Pocchhammer

T ()T (a— ) s > (1-c+0b), I'(b—r7a)(b—T1a),
I= T'(b)'(c — b)[(a) kz:% k! ro—ra+1)(b—71a+1),

Volumen 3, nimero 5 75|



Algunas integrales impropias con limites de integracién infinitos que involucran a la

generalizacién 7 de la funcién hipergeométrica de Gauss

luego

()T ()T (a— )F(b—ra (yi (1-c+b), (b—T1a),
c = k! (b—Ta+1),
Observe que la serie es de tipo hipergeométrico y de aqui
Fre'(@)T'(a—a)T(b—Ta)
') (e —b)(a)l (b—Ta+1)

I= w % (1—c+bb—7o;0—Tar +1;1) .

Ahora se hace uso de (P]) y se obtiene

Fre' ()T (a—a)T(b—Ta) w_aF(b—Ta—l—l)F(c—b)
I‘(b)I‘(c—b)I‘( T (h—1a+1) I'(c—Ta) '

Después de simplificar se obtiene

a,a—a,b—Ta

I=wor|
a,b,c — T

7>0, 0<Re(ra) <Re(b), 0 <Re(a) <Re(a);|arg w| <.

Observe que este resultado generaliza a 1 cuando 7 = 1.
Utilizando argumentos similares se obtienen los siguientes resultados:

o0

2) /xa*12R1 (a,b;¢;7;1 —wz) de =
0

_ c,a,a—o,b— 1o
w (’F[ . ’ X oRy (a— a,b—Ta5¢— 1o ;1)

a,b,c — T
7>0, 0,Re(a+b—c) <Re(ra) <Re(d);
0,Re(a+b—c) <Re(a) <Re(a); |arg w| < 7.
y
3) /x"_l (y—at:)ﬁ_1 oRy (a,b;¢; 7y —wz) de =
0

DO (o gy st 52 (D (@), T (0 7m) ()"

(b) n=o (@+03),T(c+mn) k!

7, y,Re(a),Re(B) > 0;|arg (1 + wy) | < 7.
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Yy
N ( biers g) dr =

(a), (@), I'(b+1n)
(a+p), T (c+7n)

(=)

7, y Re(a)Re(B),Re(c—a—b+03) > 0.

5) /xa’l (y — x)ﬁ_l oRy (a,b;¢;7;1 —wex) de =

[}

s T

} 3 b (a B ova, a0+ 6;wy) + wlmayath-ay

B
s
]3F2(@+1_aa171—a+a;2—a,1—a—i—a—h@’;wy)

r @—f—l,a—l,l—a—i—a,ﬁ
a,@,l—a—i—a—i—ﬂ

7, y,Re(a),Re(f),Re(c—a—-b+a) > 0;|argw| < w.

Y T
6) /a:a’l (y — x)c_l oRy <a,b; c;T; <1 - %) ) dr =
0

()T (o)
I'la+c),

yotel Ry (a,b;a+¢;731)

y,Re(a),Re(c),Re(c—a—b+a)>0.

7) /a:"_l (y — x)ﬁfl oRy (a, by ¢; 7y —wa) de =
y

I(c

()T —b) = k! I (B 4 1)

{ya"’ﬂ_lB (6,1 —a—p)s3F; (a, b, a @ +1,a+ 5 —wy) +wleBx
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r @—l—l,a a— ﬁ—i—l,@—a—ﬁ—i—l,a—l—ﬁ—l}x

a, kLl kf’—i—?—a—ﬂ
3F2(1—ﬂ,a—a—ﬂ+1,@—a—ﬁ—i—1;2—a—ﬂ,c—a—ﬂ+1;—wy)]

k+b
T, y,Re(ﬂ)>O;Re(a+ﬂ—a),Re<a+b’—%) < 1j|argw| < w.

o0

8) /a:"_l (y — x)ﬁ_l oRy (a,b;¢;7;1 —wex) de =
y
DO g 0-e+b)y DR

(b)) (c — b) /=, k! I (&L +1)

b1, g Ba—a—B+1
—a,,a+pB—a—1 [ag)
{w Y F{ ik+b+1_aa_a+1

1
3Fh <a,17a—0¢—5+1;a—a+1,a—@Jrl;w—y)+

htb kb
w™ T Yyt oIr

T

a,l,k b _a+1

T

[@_‘_17@ iﬁi a_6+17:|><

1
3F2(@,@+1—a,ﬂ—a—ﬁ+1;@—a+1,@—a+1;w—y)]

T

k+b
T, y,Re(ﬂ)>O;Re(a+ﬂ—a),Re<a+b’—%) < 1j|largw| < w.

(a), (@), T(b+7n) (wz)"
') p=0 (a—p+1),T(c+7n) n!

r(c) = (atp—a), (), TOFT(p—a)+7n) (we)”
) Z p—ath,Tletrp—a)tm) nl

+

7,Re(a) > 0;Re(a+p—a),Re(b—7(p—a)) > 0;|argw|,|argz| < 7.
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Fre' ()T (a—a)T (b—Ta)
10 R b; 1-—- dx = TAzTP
)/ pg 1 (a, b; ¢; 73 wz) dr T (@) T (e — ra) w2 TP x
1
oRy (a — a,b— —710;57;1),F> (a,p,l—a—l—a;l—a—l—a,l—b—i—oz;—E)—|—
Pl (a—a)T (a—a+p) —aya—pa § (a), (a —a+p), T (b—ar—nT)
L®)L(p) n=0 [ (c—ar —nt)
)
oRy (—n,b—ar —n1;c— ar — nr;7T;1) wnz' +
ittty [0 SRR B —a s ]
a,p
1
3F2(¥;¥_a ki —a+P, p= _a+1a@_a+1;__)
wz

7,Re(a),Re(l —a+a),Re(a—a+p),Re (m —a—i—p) > 0;
T

largw|, |argz| <m, c—7Ta#0,-1,-2,...; c—ar —n7 #0,-1,-2,...
fa! ()T (a = 1)T( )(e—b—1)
T c o — a— o+ c—b—rT1
11 R beT— dr = —a
)/ m— 1 (a,b;¢;7; —wz) dx BT =) wl—ox
x (1), (a—a+1), T(b—ar+nr+7) (~wy)" .,
= - — t R bre T —
nZ::O 2—-a),T'(c—ar+nT) n Yy cotar 2Ry (a, b; ¢; 75 —wy)

7, y,Re(a) > 0;Re (e — a) ,Re (v — b) < 1;|argw| < .

Oomoz—l
12) / oR1 (a,b;¢;7;1 —wx) do =
r—=y

(1—c+0),
()T (c—b) ;=0 E!

ktb
Tw = %Y* % teot(a —a)m x T k+bi —
& —atl

kb o kb
X

. k+b. 1 —b, a—kEb_1 k+b
2F1(a,1,a—%,w—y)+7rw y*~ 7 “teot (B2 —a)al T’a T
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1\ 7 w — o, Bt — 1
<1——> v P[aa ak+b ol a+a]2F1(1,a;a—M+1—>‘|
wy y a, 7 —a+1 wy

k+b
7, y,Re(a),Re (1 —a+a) > 0;Re (e —a),Re <a—%> < 1jlargw| < 7.

c—1 _ B-1
13) /ngl (a,b; c; Ty wz) de =

(1—z72)"
0
r o T (b+7k k
%yc-‘rﬁ_l kgo (a?[]f(c :' ’7—:;)— ) (w]{?j) B (k + & B) x 2R1 (p, et k7 ﬁ tet k7 i yTZ)

7, y,Re(c), Re(B) > 0; [arg (1 — wy) |, [arg (1 = 2) | < 7.

2 1 5 1
14) / " wr) 5+C ——————sR1(a,b;¢;T;wa" ) dx =

LELB) eppo1 2 (@i T (0+7R) (wy)"
I'(b) i—o L'(c+B+7k) k!

XoR1 (B+c—a,c+7k; B+ c+ 1k wy")

7, ¥, Re(c), Re(B) > 0;[arg (1 —wy") [ <.

15) /yJU T 227y 12R1 (a,b; c;T; (%)T> dx =
0

( )k (b—i—Tk)

c+[3 1 . A T

7, y,Re(c),Re(8),Re(c—a—b+ ) > 0;|arg (1 — zy") | < 7.

16) /xa_l (y — )’ '3Ry (a,b;c; 7wz (y —x))de =
0

wy? ¥
& (0, (0), (8), T (b+7h) (T)
o B ), ), e

T Y, Re(a)7 Re(ﬁ) > 0.
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2.2 Aplicacién

A continuacién se presenta una aplicacién de las integrales impropias a la
teoria estadistica; inicialmente se muestran algunos conceptos, éstos permiten
entender mejor el problema.

Muchas funciones especiales de matematicas aplicadas, pueden ser expre-
sadas en términos de las funciones hipergeométricas, las cuales son una clase
importante de funciones especiales [[J, §]. Las funciones hipergeométricas y sus
generalizaciones han sido usadas en varios problemas de estadistica [E, E],
particularmente en el estudio de mas funciones de densidad de probabilidad
generalizadas y sus propiedades estadisticas las cuales tienen varias aplicacio-
nes, no sélo en la teoria de confiabilidad, sino también en algunos problemas
importantes tales como la teoria de tasa demografica, biomedicina, datos de
trafico y fallas de equipos eléctricos.

A continuacion se muestran algunas funciones de densidad que contienen
a la funcién hipergeométrica de Gauss y algunos casos particulares.

2.2.1 Funcién de densidad de probabilidad

La funcién f(z) es una funcién de densidad de probabilidad para la variable
aleatoria x, definida en el conjunto de los niimeros reales de la forma

a) f(z) >0, paraz € R
/ fla
c) p(a<x<b)—/ f(z)dz

2.2.2 Funcién caracteristica

Si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad f(z),entonces
la funcién caracteristica, ®(¢) de la variable aleatoria X o de la funcién de
distribucién F'(z) estd definida por

O(x) = E(exp(itX)) /f x) exp(itz)dz
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donde F [g(x)] es llamado el valor esperado de la variable aleatoria g(z).

2.2.3 Valor esperado

Sea X una variable aleatoria, la media de X, notada como E(x), se define
por
uw=E(x)= Z xf(x) six esv.a. discreta.

xT

o0
uw=FE(x)= / f(x)dx siz es v.a. continua.
—o0
2.2.4 El k-ésimo momento

El k-ésimo momento alrededor del origen de la variable aleatoria x estda dado
por:
= B(2%) = Z 2P f(z) sizesva. discreta,
x

o0
wh, = E(z?) = / 2 f(x) siz es v.a continua,
— 0o

donde f(z) es la funcién de densidad de probabilidad.

2.2.5 Funcion beta generalizada

Sean los pardmetros siguientes a,b,c,7,u y v. Entonces para Re(a + u) y
Re(b+ p) > 0, se define la forma generalizada de la funcién beta como sigue,
segin [H,

+ abicv —a [T - - t
B( " ):v /0 t (1 ) gRl(a,b;c;T;—;)dt, (4)

donde 9 Ry (a,b; c;7;x) es la funcién hipergeométrica generalizada.

Para 7 =1 en (§) se tendrd

. 00 t
B < @b v > :Ua/ N1+ ) F (0, b ¢ )d
U, p 0 v
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y para b = ¢, se tiene [

B( @, b6 ) _/ N1 )T
U, p 0

1
=0 *Blu,pu+ a)2Fy(u,a;u + a + p; 1 — ;)

Por otro lado, si se hace a = 0, entonces () se reduce a la conocida férmula
integral de la funcién beta definida por

Blu, 1) = /O 1711 4 )P dt, Re(u); Re(u) > 0.

La funcién beta generalizada definida en (ff) también se puede escribir como

]

. e (o @]
BT < aaf?fjj” > — ’l)ua/ tufl(l _'_t)*,u«*uQRl(a’ b, e —t)dt
’ 0

2.2.6 Funcién de densidad de probabilidad definida por Y.B. Nakhin
y S. L. Kalla

La funcién de densidad de probabilidad con variable aleatoria z se define
segiin [

v 21+ 2)P Y9 Ry (a, by ¢ T —2)dt
g ® b;c;v ’
u,

2.2.7 Algunos casos especiales de la funcion de densidad definida
por Y.B. Nakhin y S. L. Kalla

flz) = z>0. (5)

Al sustituir 7 = 1 en ([f), se tiene

v‘”x“_l(l + )9 Fy (a, b; ¢ —%)
gl @ b;c;v '
u,
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Si se hace b = ¢ en (), y teniendo en cuenta que oF(a,b;b;z) = (1 — z)~°
[{], entonces

’U_n.’Eu_l(l —I—CC)_”_U(l 4 %)—a

Xr) — .
10 = Bt anFimautatml - D)

La funcién de densidad beta de segunda clase dada en (f), cuando a = 0, se

transforma en
p¢1(1 4 x) A
flx) = ,x>0.
) = B

3 Conclusiones

De acuerdo con el desarrollo de este trabajo se nota:

e Cada uno de los resultados de la subseccién [[.1.3, son formas compu-
tables para cada integral propuesta, ademas, éstas facilitan los calculos
numéricos de las mismas dado que muchos de estos resultados aparecen
tabulados en el libro de prudnikov.

e Cada integral es un caso especial de la funciéon beta generalizada

. 0o t
B < a,b;¢;v > :v_“/ £ (14 t)TF Ty Py (a, by o — =)t
u, p 0 v

lo que indica que se tienen diversas formas computables para la misma.

e Una aplicacion interesante de estas integrales es que permiten obtener
nuevas funciones de densidad de probabilidad. En los ultimos anos el
doctor Kalla y su grupo de colaboradores han trabajado en ese campo.

e Cada resultado de éste trabajo es un caso especial de la funcién beta
generalizada

.o o0 t
(et ) —oe [Tt g e ban- D
U, p 0 v
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