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Resumen

El campo de las funciones especiales ha tenido un gran desarrollo en las iltimas
décadas dado que son muchos los fenémenos que se pueden estudiar mediante
el uso de las mismas como, por ejemplo, procesos estocdsticos relacionados,
investigacién de operaciones, teoria cudntica, ecuaciones funcionales, vibra-
cién de placas, conduccion del calor, elasticidad, y radiacién. En este traba-
jo se considera una ampliaciéon de las teorias presentadas por M. Dotsenko
en 1991, quien introdujo la generalizacién de la funcién hipergeométrica de
Gauss, denotada por 2R (2), y establecié su representacién en serie e inte-
gral. Es importante notar que en 1999 Nina Virchenko y luego, en el 2003,
Leda Galué consideraron esta funcién, introduciendo un conjunto de férmulas
de recurrencia y de diferenciacién. En este trabajo se establecen algunas re-
presentaciones simples para la funcién 2Ri(a,b; c; 7; 2), las cuales serdn muy
utiles en futuras investigaciones puesto que permiten simplificar cédlculos en el
momento de solucionar problemas que involucren esta funcién.

Palabras claves: funcién hipergeométrica generalizada, representaciones sim-
ples.

1 M. Sc. en Matemética Aplicada, iacasGS@yahoo.ea, director del grupo de investigacion
GIMA, Universidad de la Guajira

2 Especialista en Computacién para la Docencia, farlosjl14@latinmail.com], miembro del
grupo de investigacién GIMA, Universidad de la Guajira.

Universidad EAFIT 75|


http://www.eafit.edu.co/ingciencia/
mailto:jacas68@yahoo.es
http://www.uniguajira.edu.co/
mailto:carlosj114@latinmail.com

Algunas representaciones simples de la funcién hipergeométrica generalizada

Abstract

The field of especial functions have had a remarkable development during
the last deacades because there are many phenomena that can be studied
through ont the use of these functions themselves, such as related stochastics
processes, operational research, queuing theory, functional equations, vibra-
tions of plates, heat conduction, elasticity, and radiation. Along this paper
work, an extension of the theories presented by M. Dotsenko en 1991 is con-
sidered. M. Dotsenko introduced the generalization of the hypergeometric
function of Gauss referred as 2R (z), and he established it representation in
series and integral. It is important to remark that in 1999 Nina Virchenko
and, later in 2003, Leda Galué considered this function by introducing a set
of recurrence and differentiation formulas. Along this paper work some simple
representations of the function 2Ri(a,b;c;T;2) are displayed, which will be
very useful for future researchers since they permit simplify calculus at the
time of solving problems involving this function.

Key words: generalized hypergeometric function, simple representations.

1 Introduccion

El estudio de las funciones especiales ha apoyado de gran forma el desarrollo
de las matematicas aplicadas. Entre ellas se tienen: la funcion hipergeométrica
de Gauss, la funcion hipergeométrica generalizada, la funcién hipergeométrica
de Wright, las funciones de Appell, la funcién G, la funciéon H y las funciones

de Humbert; ver por ejemplo [, [, [B, [, [E] v [

Las funciones hipergeométricas aparecen en una diversidad de aplicaciones
tales como: estadisticas, investigacion de operaciones, teoria cudntica, ecua-
ciones funcionales, vibracién de placas, conduccién del calor, elasticidad y
radiacién; ver por ejemplo [, [l v H.

En 1991, M. Dotsenko [f] consideré una generalizacién de la funcién hi-
pergeométrica de Gauss denotada por

—L(a+k)(b+7k) 2
I'(c+Tk) k!’

2RT (2) =
k:O

estableciendo ademés su representacion en serie como también su represen-
tacién integral. En 1999 Nina Virchenko [[[(] establecié algunas férmulas de
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diferenciacién y relaciones de recurrencia para la funcién oR7] (2), las cua-
les fueron ampliadas en el 2003 por Leda Galué y colaboradores [, quienes
dedujeron seis nuevas relaciones de recurrencia para esta funcién.

En este trabajo se presentan algunas representaciones simples para la fun-
cién 9R] (z). Antes se hard un breve recorrido por la funcién hipergeométrica
de Gauss, dado que la funcién 2 R] (z) es una generalizacién de ésta.

1.1 La ecuacién hipergeométrica

Aqui se hard un breve paso por la ecuacion diferencial hipergeométrica, con-
siderando algunas de sus soluciones tales como la funcién hipergeométrica de
Gauss y algunas funciones hipergeométricas confluentes, también se presentan
algunas aplicaciones importantes asociadas a tales soluciones.

La ecuacién diferencial lineal dada por [§, pag. 162]
z(1—2)u" +[c—(a+b+1)2]u —abu =0, (1)
donde z es una variable compleja y a, b, ¢ son pardametros reales o complejos.

La ecuacion ([l)) se conoce como la ecuacién hipergeométrica y contiene como

casos especiales muchas ecuaciones diferenciales encontradas en las aplicacio-
nes.

En la regién |z| < 1, una solucién particular de ([]) es
u1(z) = 2F1(a,b;¢;2), (2)

donde 9 F(a, b;c; z) es la funcién hipergeométrica de Gauss definida como

oy N (@) (0) 2
2Fi(abyciz) =) (0, M’
k=0

donde ¢ # 0,—1,-2,... y (a), es el simbolo de Pocchammer definido por [[L1],
pag. 758]

3)

I'(a+k)
I'(a)
Ademsds, T (a) es la funcién Gamma definida como [[1, pdg. 759]

(a),=a(a+1)---(a+k—-1)=

I'(a) = /t“letdt, Re(a) > 0.
0
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De otro lado, la funcién (f]) tiene la representacién integral de tipo Euler
[, pag. 240

1
oFi(a, b ¢; 2) = /tb LA - A ), (4)
0

Re(c) > Re(b) > 0; |arg(l —2)| <.

La funcién hipergeométrica confluente se puede obtener a partir de la
funcién hipergeométrica de Gauss, haciendo = = bz y usando la expresién en
factores del simbolo de Pocchammer y luego haciendo tender b hacia infinito
2, pags. 41,42]. Esto es

© (a), b (1+ L) ... (14 L)k
2F1(a,b;c;z)zz()k ( (cb))kbk( b)%;

k=0

al hacer tender b hacia el infinito se obtiene la serie

) o (a )kfck
1F1(CL,C737) Z ( ) k' . (5)
k=0

Note que al hacer 2 = bz en ([l]) resulta la ecuacién diferencial
zu” + (c—z)u' —au =0, (6)

que se conoce como ecuaciéon hipergeométrica confluente. La serie () es una
solucién particular de (f). Otra solucién para () estd dada por

o0
1_|_ _ kJrlfc
z(:) Qic i i =2 R (14a—¢2-cx).

Por lo tanto, la soluciéon general de (E) es
u(z) = A1F(a;¢x) + Be' ™ Fi(14+a—¢2—¢x); (7)

a partir de ([]) se deduce la funcién hipergeométrica confluente de Tricomi,
presentada de la forma [T, pag. 799

1—c¢

\I/(a,c;a:)zF{ l4ta—e

] 1F1(a;c;x)+F[ C; 1 }ml_chl(l—l—a—c;Z—c;x); (8)
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y por ultimo, entre otras, se presenta la funcién hipergeométrica confluente
de Whittaker expresada en términos de la funcién de Tricomi de la forma [[L1],
pag. 797]

1
Wy (z) = 2t H12e2/2g <u —Xx+ 520+ rr> : (9)

los pardmetros x, ¢ dependen de a y ¢ de la manera x = § —a, 2u=c— 1.

Observe que un gran numero de funciones elementales pueden ser expresa-
das en términos de las funciones hipergeométricas y funciones hipergeométri-
cas confluentes, entre otras se tienen las siguientes

o0

2P (1,bby2) = > 2K, |2 < 1,
k=0

que es la bien conocida serie geométrica, esto es, la serie hipergeométrica es
una generalizacion de la serie geométrica.

Otros casos especiales se presentan a continuacion:

1. oF1(—a,1;1;—2) = (1 + 2)*

8. 1Fi(asa;2) =€*.

Esto por mencionar algunos casos importantes.

A continuacién se presenta un ejemplo sencillo, tomado de [[[J], para ilus-
trar una aplicacién de la funcién hipergeométrica de Gauss.
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Ejemplo 1.1 (El pendulo simple). Un péndulo simple consiste de un cuerpo
de masa m atado a una cuerda sin masa de longitud . El otro extremo de la
cuerda estd fijo en un punto de tal manera que el sistema puede moverse bajo
la accién de la gravedad como se muestra en la figura ([l).

Figura 1: Péndulo simple
Las fuerzas que actian sobre el cuerpo son la tension T de la cuerda y el
peso mg. Aplicando la sequnda ley de Newton en dos dimensiones se tiene:

mo?
l

e (Centripeta: T — mgcos =
e Tangencial: —mgsen 6 = m% (19)

Considerando la ecuacion tangencial y reorganizindola se obtiene

d’0 ¢
— +Zsenf = 0; 10
= T ; (10)
para amplitudes pequenas, el cuerpo describe un movimiento armonico Sim-
ple y se deduce facilmente que el periodo de oscilacion es T = 27‘('\/%. Para

obtener una solucion exacta de ([I0), se multiplica por %, esto es,

d |1 /do\?* ¢
%[5 <a> —7C089]—0,

lo cual indica que la cantidad entre corchetes es constante dado que se satisface
el teorema de conservacion de la energia. Si se supone que el péndulo se

|80 Ingenieria y Ciencia, volumen 2, nimero 4



Jaime A. Castillo Pérez y Carlos Jiménez Ruiz

desplaza de 0 a 0,

2
Cfi_f = \/ lg (cosf — cosby);

usando la identidad cos 2x = 1 — 2sen? & y haciendo un reordenamiento de la

ecuacion se obtiene
dt =
\/>/ / sen2 (6/2)]1/2

en la integral, k = sen (0y/2). Considerando 6 < 6y se puede hacer el cambio
de variables sen ¢ = k~Lsen (0/2) para obtener

g _ d¢ .
Sy et

la integral de la derecha es una integral eliptica de primera especie denotada
por

¢
/ 1— k2 sen2 ¢/]1/2
0

El tiempo necesario para que el dngulo cambie de 0 a 6y es un cuarto
del periodo T'. En este tiempo ¢ va de 0 a w/2, con estos limites se tiene la

integral
w/2

_ do
F(k)_o/[l—k286n2¢]1/2’

ésta es una integral eliptica completa de primera especie. El integrando tiene
la expansion

s 2 =5 (2
[1 — k°sen” ¢ Z

n k?n Sen2n ¢ ’
n!
n=0

ver () caso especial 1, luego

/2 oo
/ Z 22 pon gon?n g
o n=0
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como la serie converge uniformemente, se puede intercambiar el simbolo de
la suma con la integral de la siguiente manera

w/2 l
Z/ 2 nan n¢’

nOO

que resolviendo al final se obtiene
T % % 2 1 1 2
. 2ina2ingln — 1k
2 Z (1), 2 ( )

FEntonces el periodo de oscilacion de un péndulo simple estd dado por

11
T:27r\/z2F1< : 1; sin? <@>>.
q 272 2

Observe que para oscilaciones pequerias esto es 0y << 1 de acuerdo con (H)

T =27 £
g

1.2 La funcién 2R] (2)

En 1999 N. Virchenco [[[(] consideré una generalizacién de la serie hiper-
geométrica de Gauss de la forma

0 k
I'(a+ k)L b+7’/~1:)z_7 (1)
I(c+ Tk) k!

2R1(2) = 2Ri(a,b;c;732) =

ol

=0

donde a, b, ¢ son nimeros complejos, 7 € R, 7> 0, ¢ #0,—1,-2, ..., |z] < 1.

SiT=1en (L),

oR1(a,b;¢;1;2) = 2F1(a,b;c; 2).
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Esta funcién tiene la representacion integral de tipo Euler
o |
c
Ry(a,b;c;752) = L) 1 = 2T (12
2 1(0’7 ,C,T,Z) F(b)F(C—b) / ( ) ( < ) ( )
0

Re(c) > Re(b) > 0.

Las ecuaciones (1) y ([J) son las representaciones en serie e integral
introducidas por M. Dotsenko en 1992.

En el 2004 Castillo y Bertel [IJ] establecieron una representaciéon de la
funcién o R (a, b; c; T; 2) de la siguiente forma

R b:e: T —_
2Rilebiamiz) = Fpre Ty T T(EEr)
k+b k+b
2P0, T 1 15) (13)

1.3 Algunas representaciones simples de la funcién 5F(a,b;c; 2)

A continuacién se presentan algunas representaciones simples para la funcién
hipergeométrica de Gauss, las cuales son muy ttiles para obtener diversos
resultados simbélicos usados para desarrollar las representaciones simples pa-
ra la funcién hipergeométrica generalizada. Ademds de constituirse en casos
particulares para las mismas [EI, pag. 454], posteriormente se muestra un re-
sultado que requiere de la aplicacion de este tipo de representaciones para
tener una expresién facil de manipular.

L oFi(a,bic2) = (1—2)"% 2 (a,c — b sz)
2. oFi(abic;z)=(1—2) " 3F (c—a,c—bye;2), |arg (1—z)| <

3. gFl(a,b;c;z)—I‘{ } (=2) " 2F1 (a,1 —c+a;1=b+a; 1)+

b,c—a

) _b —
F{ Z,Ccl—b ] (—2) bR (b,l—c—l—b;l—a—i—b;%), larg (—2)| <
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4. oF (a,b;c;2) =T g’i:g}(l—z)_agﬂ( c—ba—b+1; 7= Z)—l—
[ c,a—b o
r a,c—b](l_z) 2F1<b,c a;b a+1,1z),|arg 1-2)|<m
5. oFi(a,b;¢2) =T ?f;i:lg}z_“2F1(a,l—i—a—c;a—i—b—c—f—l;l—%)%—
[ ) +b— -afc c—a—
r caa,b C}z (1-2) b2F1(c—a,l—a;l—i—c—a—b;l—%)

larg (1 —z)|,larg z| <m
6. 2F1(a,bic2) = %z‘m > ( TIZ ) (z—=1)"""3F(a,b— k;c—m; 2)
k=0
Re(c—a)>m

7. o2Fi(a,bc2) = El—a)z*

||M3

0 () el mab - ke - miz)
Re(a) >m

8. oFi(a,bic;z)=[c—2a—(b—c)z] ta(z—1)2F1 (a+ 1,b;¢;2) +
(¢ —a)2F1 (a—1,b;¢;2)]

9. oFi(a,b;c2) = (a— b)f1 [a2F1 (a+1,b;¢;2) —baFy (a,b+ 1;¢;2))

10. oFi(a,b;c;2) = (c—a—0b)""a(z—1) oF) (a+1,b;¢; 2) +
(¢ =) 2F1(a,b—1;¢2)]

11. oF(abic;z)=la—(c—b)2] " [a(l—2) oF (a+ 1,b;¢;2) — z¢7 L (¢ — a) X
(c=b) 2F1 (a,b;c+ 1; 2)]

12. oFi(abic;z)=(1+a—c) 'agF (a+1,bi¢:2) — (¢ —1) o Fy (a,b;c — 1; 2)]

13. oF(abic;z) =[(b—a) (1 —2)] " [(c—a) oF1 (a —1,b;c; 2) +
(b—c¢) 2F1 (a,b—1;¢; 2)]

14. oF(abic;z) =[c(1—2)] " eoFy (a—1,b¢;2) + (b—¢) 2 oFy (a, by ¢+ 1; 2)]

15, oFi(a,bic;z)=[a—1—(c—b—1)z] " [(a—c)2F (a —1,b;¢;2) +
(c—=1)(1—2)2F1 (a,b;¢c— 1;2)]

16. oF)(a,b;c;2)=[c—1—(2c—a—b—1)z]""[(c=1) (1 —2) x
oy (a,b;e—1;2) —c ™t (c—a) (c = b) 2z 2Fy (a,b;c+ 1; 2)]

17. oFi(a,b;b;z) = (1—2)"“.
En muchas oportunidades se usa la siguiente notacién para simplificar la
escritura

JReR
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Ejemplo 1.2. Fl siguiente resultado muestra la utilidad de las representacio-
nes simples de la funcion hipergeométrica de Gauss en el cdlculo de algunas
integrales impropias. Con su uso, es posible obtener formas computables para
algunas integrales.

En [11, pdg. 318] se tiene el resultado

Ji T(c) (p\“ =" P
/mc_le_pngl (a,b;c; —wz)de = —= (—) e Wi—a—t) (a=b) (—) )
pc w —=2 2 \w
0
Re(c),Re(p) > 0; largw| <

y W es la funcion hipergeométrica confluente de Wittaker.

En adelante, se desarrolla un procedimiento simbdlico que permite verificar
dicho resultado.

En efecto, sea I = fooo ¢ Le™P?y Y (a,b; c; —wz) dx. Haciendo uso de la
representacion (f}), de la seccion (), y separando las integrales se obtiene

_ Wl 1
I = F{C’b a](w) “/xc‘“‘le"”czFl(a,l—c+a;1—b+a;——)d$+
b,c—a wT

0

by 1

c,a—b —b c—b—1_—pz _ 1 — i

F{a,c—b](w) /x e PPF b1 —c+b1—a+b; p=” dx .
0

Considerando

b,c—a

o0
_ _ 1
L =T [ cb—a } (w) a/xcalemgFl (a,l—c—l—a;l—b—i—a;——) dx
wx
usando la representacion en serie dada en () se obtiene

[e's) 00 k
c,b—a _a —a—1 — (a)k(l—c—ka)k(—i)
I =T ) c—a px wr X
! [b,c—a](w) /x ¢ k-zo (1—b+a),k! da
0 =

La serie converge uniformemente, por tanto se puede intercambiar la suma
con la integral. Luego

0 k 9
c,b—a - (a), (1 —c+a), () / —a—k—1 —
I :F ? a w c—a pT
! [b,c—a}(w) kz_o (I—b+a), k! ! € e,
= 0
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la integral es una funcion Gamma completa, por lo tanto se obtiene

o feb-a](®)" & (@ (1—c+ta) (-2)"
Il_r[b,c—a} o ;;) T —bta), T(c—a—k).

En [, pdg. 758] se tiene el resultado

(=1)*I'(a)
(1—a) ’

haciendo uso de este resultado se obtiene

I'(a—k) =

I F[c,b—a}
1:

b,c—a

(2)° = (@ (&)
F(c_“)kzu—bf-a)k K

C
p =0

y de aqui

_ c,b—a (%)a b
Il_r[b } p 1F1<a,1—b+a7a).

Con un procedimiento similar se obtiene

a C

Eb
Izzr[c’a_b} G p (b1-a+b:l),

donde I = I + I, luego

[ B )
[ B 1)
Ahora
e RGN [0 ] o)
[ e )
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y de acuerdo con (§) y (A) se obtiene finalmente

(atb=1)
2

2 p
e2wWa—a—b) (a-b) (—)
2 ’ 2

w

7 T'(c
/mc_le_px oF (a,b;c; —wx)dx = % (g)
0

Re(c),Re(p) > 0; |largw| < 7.

Es importante resaltar que la anterior integral es semejante a la gene-
ralizacién de la funcién Gamma introducida por Al-Musallan y Kalla [T],
definida asi

o0
D< a,b;c;p ) _ Ua/xulep%Fl (a, b; c;—£> dz, arguv| <,
v

U, V

donde a, b, y ¢ son parametros complejos con ¢ # 0, Re(p) > 0, Re(u) > 0.

Para la cual también es posible tener una forma computable, haciendo uso
de las mencionadas representaciones simples.

2 Resultados
2.1 Algunas representaciones de la funcién s R;(a,b;c;7; 2)

A continuacion se presentan algunas representaciones simples de la funcién
2R (a,b;¢; 75 z). En cada caso se ha empleado el resultado ([[4); las expresiones
(M)—(7) permiten que los calculos sean casi inmediatos, lo que facilita, en el
desarrollo simbdlico, la obtencién de dichos resultados. Al final se presenta el
calculo de una integral impropia que requiere de la aplicacién del resultado (E)
obtenido en el presente trabajo, para mostrar una aplicacién de los resultados
obtenidos.

Representacion 1
De acuerdo con ([[J)

2R (a,b;¢;752) =
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T T

k+b k+5b
2F1<a, +; il +1;Z>,

7 >0, Re(c) >Re(b) >0;
usando el resultado (), de la seccién ([.3), se obtiene

Te)  s~(l—c+b), (%)
R b. . . — T
AOBaT) = SRR B TS
_ k+b z
( Z) 241 <CL, T +1 1—2/)"
7 >0, Re(c) >Re(b) > 0.
De donde
Te)(1—2)" "X (1—c+b), I (&)
R b:c: T —_ T
MOBeT) = eeh 2y R T(EE D)
2 F (aal;—k—i_b-i-l;——z ), (14)
T 1—=z2

7 >0, Re(c) >Re(b) > 0.

Similarmente se obtuvieron los resultados

Fclzla (16+b F(#)
2. oRi(a,byTiz) = 7—(1"25))1"(0 b) Z F(k,errl)X

a,l;@—f—l,z)

QFl(@ +1-—

7 >0, Re(c) >Re(b) > 0.

3. 2Ri(a,bje;mi2) = TF(brff()c ) Z (1_2Tb)"><
[B (kb 1 a)
ket

1 (, T,al—z)—l—
(- Z)’

2Py (41— 0,152 a1 - 2)]

7 >0, Re(c) >Re(b) > 0.

88
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I'(e 1— c+b
4. oRi(a,bjemiz) = TF(b)l(“()c—b) Z (
BE2 1) (o)™ aFi (o0 21 4 B2 1) 4
Bkt ) (-2)7 7
7>0, Re(c) >Re (b) >0, |arg (—2z)| <.
I'(e 1— c+b
5. aRi(a,byeTiz) = TF(b)l(“()c—b) Z (
[ (k'H’ ) (1-2)"" oF (a,1,1+a kjb,llz) (1—2)7@><
B (a— k+b k+ ) oFy (k+b k+b+1_a l—a+ ki—by 112)}
7>0, Re(c) >Re(b) >0, |arg (—z)| <.
F c 1— c+b
6. oRi(a,b;c;T;2) = TF(b)F()c ) Z (
[[3(M 1—a)z"% 2 F (a, a——al )+
w kb
R L(1-2) 7 LR (@—kl—a,l—a;Q—a;l—%)}
7 >0, Re(c) >Re(b) >0, |arg (1 —2)|,|arg 2| <7
) — T X (—ctb), T(HE
7. oRi(a, b7 2) = Tr(b)rc(cib) kZ::O - kF(ngl)x
2 om z (2= 1) x oF (0,20 — j BEb 41 )
(a k+b)m j 241 (@, = Ji = F )
k+b
7 >0, Re(c) >Re(b) >0, Re <L+1—a) >m.
T
ers) — T {3 (—ctb), T(H*
8. 2R1 (Cl, b7 G T Z) — 7L(B)T(c-Dd) kgo k! - F(%Jrl) x
k+b m
((1 Ta)?]:n "”E( 1)’ < ; >><
2 (a—m,@—J;@+1—m;2)}

7 >0, Re(c) > Re
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

190

o- 50

T'(c 1— c+b r %
2Ri(a,by¢;7;52) = TF(b)l(“()c—b) Z ( (L_H) X
(52241 =2049) (oo 1) o 152 B 130
(E+1—a) oFi(a—1, B0 B 4 15 2))]

7 >0, Re(c) >Re(b) > 0.

T'(c 1— c+b r Q
2R1(a,b;¢;7;2) = Tr‘(b)l("(c D) Z ( F(Q_,_)l)x

b

7> 0, Re(c) >Re(b) > 0.

oRi(a,bic;m52) = (1—a) "a(z—1) oRi(a+1,b;¢;752)+
kb

T'(c)(1—a)~*

\_/

IO (eb) 2

[e'e) c r
s - <|‘rb (}E 1)><2F1( bib o ktb g

7 >0, Re(c) >Re(b) > 0.

2Ri(a,bie;mi2) = (a—2) " a(l—2) 2Ri(a+ 1, b7 2)—

T(c)(a—z)"*

7T (D) (c—b

X (1—ctd (ke 1
P 3 ot gy (S 1)
k=0

(Bt +1—a) 2 Fi(a, 22 i+2 z)

2Ri(a,byc;7m32) =

oRi(a,bye;7;2) = L'(c) Z (a- c+b r?

(2 -

2Fi(a

7 >0, Re(c) >Re(b) > 0.

(1— c+b

Tr(b)r(c b) Z

7> 0, Re(c) >Re(b) > 0.

T (c=b)

D-2) " (2510

1,@;@ +1;2) + 2F1(a,@ — 1;@ +1;2))]

7> 0, Re(c) >Re(b) > 0.
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15. aRi(a,bye;m2) = (1 — z)_l oRi(a —1,b;¢;7; 2)+

T(o)z(1-2)"1 & (- +b) (kL b, htb
T(F)b)(F c)b) Z e (k+b+)2) 2Py (a, B2 b 420 2)
7 >0, Re(c) >Re(b) > 0.
c 1—c+b), r @
16. 2Ri(a,b;c12) = Tr(bl;l(“()c—b) Z ( + F(LH) X

=17 (a2 = 1) sFila— 1, B2 52 1
() (1))

o0
17 oRi(a,bic;752) = —ropoi 57 2 (1_2Tb)k
k=0

(22 = (2 ) ) () (- -

T

(B2 1) (22 41— a) 2oy, B2 A2 1 2]

7> 0, Re(c) >Re(b) > 0.

Una aplicacion de las representaciones simples encontradas

Para armonizar esta aplicacién, se presenta una generalizacién de la intregral
establecida en el ejemplo ([[.3). Lo que se pide es calcular

(o]
I= /xc_le_pngl (a,b;c; T, —wzx) dr .
0

En efecto, usando el resultado (), de la seccién (R.1), para o R (a, b; ¢; 75 2)
se tiene

k=0

k+b k+0b k+b 1
[5(i—a1>(wx)_“ 2F1<aa—i1—|— il ;—)—i—
T T

T 'z
5 (k—l—b’_k—i-b —|—a> (w:c)kirb}

_ F(C) r c—1_—px . (1_C+b)
T A P

T T
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Re(c) >Re(b) >0, |arg (z)| < 7;

por la convergencia uniforme de la serie, se puede intercambiar la sumatoria
con la integral. Luego de separar la integral se obtiene

I(c S (L—c+b),
I =
TT(0)T(c - b) kzo oo
k+b Ji k+b  k+b
ﬁ(i_a’1> wa/xcalepx2F1 <a’a_i a— + +1;
T - -
__> dm+ﬂ<k+b’ k+b> w—@/:cc—w—le—wdx
T
Procediendo igual que en el ejemplo (@), al final se obtiene
I'(c) —~ (L—c+b) . (k+Db pye
I = 1) (2 ¢
7T(b)T(c — b) kZ:O X 5( —a, )(w) p o
b/t _
k b k b P c
oI a,a—i;a_ ki +1,1+a—c;£ —i-(w)ipx
v r w) " T

gt (2 ()2 [T

Re (c) > Re(b) > 0, |arg (w)| < 7.

Haciendo 7 = 1 y después de desarrollar algunas operaciones simbdlicas
se obtiene el resultado del ejemplo ([.9).

Se destaca el hecho de que la integral calculada es semejante a una nueva
generalizacién de la funciéon gamma estudiada por N. Virchenko, S. Kalla y
Al-Zamel [[[{], definida por

[o@)
a,b;c _ 1 x
D( T, 7') =0 a/ac“ le=pr Ry (a,b;c;T;——)dx, largv| < 7,
U, v v
0
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donde a, b, ¢ y p son parametros complejos con ¢ # 0,—1,—2, ..., 7 > 0,
Re (p) > 0, Re (u) > 0. Por lo tanto, haciendo uso de las nuevas representa-
ciones simples para la funcién 9 Ry (a, b; ¢; 7; ) es posible tener formas compu-
tables para funciones semejantes a la funcién gamma generalizada.

3 Conclusiones

De acuerdo con el desarrollo del trabajo es evidente que se pueden obtener
representaciones simples para la funcién hipergeométrica generalizada. Estos
seran ttiles para obtener formas computables para funciones que involucren la
funcion o Ry (a, b; ¢; 7; 2). Los célculos se simplifican cuando se usa ([[J) puesto
que esta ecuacién permite utilizar las representaciones simples de la funcién
hipergeométrica de Gauss y tener los nuevos resultados de una manera casi
directa.
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