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Resumen

En 1999 Nina Virchenko considerd la generalizaciéon 7 de la funcién hiper-
geométrica de Gauss 2R1(a,b;c;7;2) con un conjunto de férmulas de recu-
rrencia y de diferenciaciéon. En este trabajo se evalian algunas integrales in-
definidas que contienen a la funcién hipergeométrica generalizada y algunos
casos paticulares.

Palabras claves: funciéon hipergeométrica generalizada, relaciones de recu-
rrencia, integrales indefinidas.

Resumo
Em 1999, Nina Virchenko considerado um generalizacdo da fungdo hiper-
geométrica Gauss 2R1(a,b; ¢; 7; z) com um conjunto de férmulas recorréncia e

! MSc en Matemética aplicada, fjacas68Q@Qyahoo.ed, profesor, GIMA, [Universidad de la|
[Guajird, Riohachg-{Colombid.
2 PhD, Jedagalue@hotmail.com, profesor jubilado, CIMA, Universidad del Zulid, [Mara

kaib EHY enezuelz_al.

Universidad EAFIT 45|


http://www.eafit.edu.co/ingciencia/
mailto:jacas68@yahoo.es
http://www.uniguajira.edu.co/
http://www.uniguajira.edu.co/
http://www.gobiernoenlinea.net/5342.html
http://www.colombiaespasion.com/
mailto:ledagalue@hotmail.com
http://www.luz.edu.ve/
http://www.alcaldiademaracaibo.gob.ve/index.php
http://www.alcaldiademaracaibo.gob.ve/index.php
http://www.gobiernoenlinea.ve/misc-view/index.pag

Algunas integrales indefinidas que contienen a la funcién hipergeométrica generalizada

diferenciagdo. Este trabalho avalia algumas integrais indefinidas que contém
a funcao hipergeométrica generalizada e alguns casos especiais.

Palavras chaves: fungao hipergeométrica generalizada, relagoes de recorréncia,
integrais indefinidas.

Abstract

In 1999 Nina Virchenko have considered the 7-generalization of Gauss hy-
pergeometric function 2R1(a, b;c; 7;2) with a set of recurrence relations and
differentiation formulas. In this paper is obtained some indefined integrals
associated with the generalized hypergeometric function and some particular
cases.

Key words: generalized hypergeometric function, recurrence relations, in-
defined integrals.

1 Introduccion

Un gran ntimero de funciones especiales pueden ser representadas en términos
de series hipergeométricas y series hipergeométricas confluentes. Las series
hipergeométricas en una y varias variables, aparecen naturalmente en una
variedad de problemas en matemaética aplicada, estadistica, investigaciéon de
operaciones, fisica teérica y ciencias de la ingenierfa [, P, fj. Mathai y Saxe-
na [f, ] presentaron varias aplicaciones de las series hipergeométricas en una
y varias variables en la solucién de problemas de estadistica y ciencias fisi-
cas. Kalla y colaboradores [J] usan funciones hipergeométricas para estudiar
nuevas funciones de probabilidad que generalizan las existentes.

En 1999 N. Virchenko [f] consideré una generalizacién de la serie hiper-
geométrica de Gauss de la forma

> T(a+k) (b—i—Tk)z_k

T _ e e
2R1 (Z) - QRI(aa ba 077_72) C—|— Tk‘) k! ) (1)
k:O
donde a, b, ¢ son nimeros complejos, 7 € R, 7 >0, ¢ #0,—1,-2,...;]z] < 1.
SiT=1en (fil,
oRi(a,b;c;1;2) = 9Fy1(a,b;c;2), c¢#0,—1,— el < 1.
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Esta funcién tiene la representaciéon integral

1
2Ry (a,b;¢;752) = O] /t” 1 Jeb=1 (1 — 7)ot
c_
0

Re(c) > Re(b) > 0.

Posteriormente, en el 2008, J. Castillo [ﬁ, E] presentd la representacién
para la funcién 92 Ry (a, b;c; T; 2)

“(1—c+b r @
2R (a,b;c; 73 2) = 7T (b )1-(\(2 ) Z ( k! L T (M _|_)1) X
Fia ’”b"“jbﬂz) e

7> 0, Re(c) >Re(b) >0.

En este trabajo se evaltian algunas integrales indefinidas que contienen a la
funcién hipergeométrica generalizada, las cuales generalizan a las existentes.

2 Algunas integrales indefinidas que contienen a la funcién
2 Fi (o, B57; 2)

En la actualidad se tienen muchos resultados que involucran a la funcién hi-
pergeométrica de Gauss, entre los cuales estan las integrales indefinidas aso-
ciadas a dicha funcion, éstas han sido calculadas por diversos investigadores,
por ejemplo [{, pags. 44-45]:

/anFl(CCL.’ z>d:r—

nt1 -
(—1)*H (¢ — k), 2"+ 0k bk
] ()

/xa—n—22F1 < @ b )dCC =
c, T
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n+1 n—k+1
1—x) a—Fk, b
|pa—n—1 ( F ) > 6
e ;(n—k+1)!(a—k)k2 1( G (6)

3 Algunas integrales indefinidas que involucran a la generali-
zacion T de la funcién hipergeométrica de Gauss

En esta secciéon se presentan tres casos diferentes de integrales indefinidas
que involucran a la funcién 9R;(a,b;c;T; z), también se presentan los casos
particulares asociados a los mismos. Ademaés, se usa con frecuencia (f]), lo
que facilita obtener las condiciones de validez de cada integral.

3.1 Integrales de la forma [ 2% 3R(a,b;c;7;2)dz

3.1.1 Calcular la integral I = [ 2" 3Ri(a,b;¢;7;2)dz. De acuerdo con
®

- T(c) 1—c+b) I (&) k;+b k+b
1= e | ¢ Z HEEETE S
Rec>Reb> 0.
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Teniendo en cuenta la convergencia absolula de la serie, se intercambia la
suma con la integral y se obtiene

D0 & (-etb), TR po kb k4
I_Tr(b)r(c—b)kzz;) k! r(@ﬂ)/z 2hi(e, — = —— + 1;2)dz.
Usando (f) para evaluar la integral

I ['(c) i(l—chb)k I (k) y
_ k+b
TI'(b)'(c — b) — k! F(%—I—l)
n+1 (_1)]+1 M—l—l—j  yn—i+l
wS e L
j=1 (n—j—f—l)!(d j)j( T j)]
k+b k+b
211 (a — j, —J; +1—j52)
Este resultado aplicando nuevamente (f) equivale a
”+1 1D (b — 1) 27—+
/z” oR1(a,b;c;7;2)d (c) (b=7j)2 — X
b ) S n—J+1 (a—j); T (c—1j)
oRi(a—j,b—T1jic—Tji752), (7)

Rec>Reb>0, c—7j#0,-1,-2,...5]|2| < 1.
SiT=1yn=0en (f), se obtienen respectivamente () y

/2R1 (a,b;c;7;52)dz = @ ES)FI(‘I)()Z)F_(;)— 7 oRi(a—1,b—T;c—T1;752), (8)

Rec>Reb>0, c—7#0,-1,-2,...5|2| < 1.

Si 7 = 1en (§), se obtiene el resultado conocido [f], pag. 44, No. (1.15.1.5)].

3.1.2 Calcular la integral I = [297""2 3R;(a,b;c;7;2)dz. De (f) se
tiene

I'(c) > 1—c+b (i)
I = bz ' X

mI'(b)I(c k::O I (&2 ktb 1 1)
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T

k+b k+0
/z“"2 o Fy (a, i ; + + 1; z) dz,
T

Rec>Reb >0,
donde se ha intercambiado el orden de la integral y la sumatoria.

Usando ({) para evaluar la integral, y aplicando (B)

/za_”_2 oRy(a,b;c;7;52)dz =

n+1 1
nlzafnfl i
2T

a —’j)j 2}%1(& Js ,C,T,Z), (9)

Rec>Reb>0, c#0,—-1,-2,...;]z| < 1.
SiT=1yn=0en (fI), se obtienen respectivamente () y

Za—l

/2“2 2Ri(a,b;¢;752)dz = ﬁle(a —LbieT;z). (10)
0 —

Si7 = 1en ([[0), se tiene un resultado conocido [[, pag. 44, No. (1.15.1.6)].

3.1.3 Calcular [ = fzc_lgRl(a, b;c; 7527 )dz. Usando la expansién en se-
rie de la funcién R (a,b;c;7;27) se tiene

[ T(0) = (@), T (b+ k) 27hFe !
I_/F(b) Ilf(c—|—k7—) Kl dz .

k=0

Teniendo en cuenta la convergencia absolula de la serie, se intercambia la
suma con la integral, y desarrollando se obtiene

D) (@) D (bt )
L) &= T(c+1+kr) k! ’
de donde
/zc_l aR1(a,b;c;7; 27 )dz = %C oRy(a,b;c+1;7;27), (11)
donde a, b, ¢ son nimeros complejos, 7 €ER , 7 >0, c # —1,-2,..., [z7] < L.

SiT = 1en ([1), se obtiene el resultado conocido [{, pg. 44, No. (1.15.1.7)].
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3.1.4 Calcular I = [ 27" 3R (a,b;c;7;27)dz Usando la férmula gene-
ralizada de integracién por partes

/ f (z) g () de = 7V (@) g (x) — P (2) g (2) + 70 (@) " (2) —

/f o™ (2

y el resultado ([[J) se obtiene

ZnJrc nszrc

I= 2R1(aab;6+1;T;ZT)—m

oRi(a,byc+ 25715 27) + -+

(-D)"n(n—-1)...21
cle+1l)...(c+n—1)(c+n)

esto es,

2" R (a,bie+n 41,7527,

n+l (_1)j+1

/zc+”_1 oRi(a,b;c;7; 27 )dz = nlZ"te Z
J

b. Yo e T

(12)
donde a, b, ¢ son nimeros complejos, T € R, 7> 0, ¢ # —1,-2,...;|z"| < 1.
Si T =1en ([2), se obtiene [{, pdg 44, No. (1.15.1.4)].

3.2 Integrales de la forma [ (1 — 2)" oRi(a,b;¢;7;2)dz

Por analogia con el calculo de

D(e) s~ (lL—c+b), T(EY)
TP(b)T(c—b)kZO H kr(@ﬂ)x

k bk b
/(1—2’)”2F1< + + +1Z>dZ,
T

I =

-
Rec>Reb >0,
y en virtud de (),
I'(c) (1—c+b), T(EDH)
I= T !
7T(b)T(c — b)l;) Hoor(Egyn)
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pl (B g1 j) -t k+b kb -
Z . | oy efile - B T4
= =i+ D a—3); (5 =), " '

En virtud de () se obtiene

F n+1 B 1 n—j+1
/(1_3) 2R1(abCTzdz_nl CZ ]7')( z) .
]:1 n-j-i— ) (a—j);T (c—j7)

2Ri(a = j,b—jric—jmi7m;2), (13)
Rec>Reb>0, c—75#0,—-1,-2,...;]z| < 1.
Si 7 =1en ([[3), se tiene b, pag. 44, No. (1.15.2.3)].

3.3 Integrales de la forma [ = [ 2*(1 — z)’g oR1(a,b;c;7;2)dz

3.3.1 Calcular I = [297"2(1 - 2)" 9Ry(a,b;c;7; 2)dz. De ()

T ~(-etb)y D)
T (c —b) P k! NN
E+b k+b
/z“_”_2(1 —2)" 9Fi(a, + ; i +1;2)dz, (14)
T
Rec>Reb >0,

y usando (f]) en ([[4) se obtiene
I'(c) —(1—c+b), T(E) 1
I = T 1,a—n
7T(D)[(c — b) kzo oD () %
s — )it k+b k+b
Z Z) QFI(a_ja—;——i_la)v
st (n— j + D! (a —j), T T

el cual, de (), equivale a

n+1 B )n J+1
La—n— 1 .
E Ri(a — j,b;¢;1; 15
n—j+1 a_])j 2 1(CL Js ,C,’T,Z), ( )

Rec>Reb>0, c#0,—-1,-2,...5]2| < 1.
Si =1 en ([[§), se obtiene ([).
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3.3.2 Calcular I = [ 271 (1 —2)" 9R1(a,b;¢;7;27)dz. Usando la férmula
generalizada de integracién por partes, del resultado y de ([1)), se obtiene

T= 20— o) aRalabet Tims o) 4 2 (1= 2"t S Ry(a,bret 2 2T)
=—(1-=2 a,bye+ 15752 -z a,bye+2;752
c 2411(d, Oy O] C(C+1) 2414, 0, y 1
n(n—1)...2,1 z¢t"
S Ri(a,b;c+n+1;71527),
clc+1)...(cH+n—1)(c+n) 1 )
esto es,

nt+l -1 =J
c—1 n P = ntl i (1 _ Z)
/Z (1=2)" sRafa, ;7327 )dz = nl (1—2)""1 ) (n—j+1)!(0)jx

oRi(a,byc+j57327), (16)

donde a, b, ¢ son nimeros complejos, T € R, 7> 0, ¢ # —1,-2,...;|z"| < 1.

Para 7 =1 en ([l@) se tiene

/zC1(1—z) oFi(a,b;c;2)dz = 1—z"+1z
2F1(a,b;6+.7;z)

c# —1,-2,...5|z| < 1.

que es un resultado conocido [§, pag 45, No. (1.15.3.5)]

4 Conclusiones

1. Es posible obtener férmulas computables para las integrales indefinidas
asociadas con la funcién hipergeométrica generalizada.

2. Los resultados que se obtuvieron generalizan a los existentes en la bi-
bliogafia especializada.

3. Ademss de la integrales presentadas en la seccién fl, existen otras rela-
cionadas con cada caso; sélo que no es facil encontrar una forma compu-
table para la dichas integrales
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