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Resumen

El lenguaje del sistema extiende el lenguaje de la légica clasica al incluir un operador para
la nocién de afirmacién alterna (en contraste con la afirmacién cldsica o afirmacidn usual),
y también operadores de incompatibilidad y determinabilidad entre la pareja de operadores
negacién versus afirmacién alterna. El sistema estd caracterizado por una semadntica de
valuaciones, con la cual se muestra la no equivalencia entre los dos operadores afirmacién.
Como es de esperarse, el sistema colapsa en la légica cldsica si se pide esta equivalencia.
Se generan dos sistemas intermedios cuando se pide por un lado que la afirmacién alterna
implique la cldsica y por otro lado la implicacién reciproca.

Palabras claves:: afirmacién, afirmacién alterna, incompatibilidad, determinabilidad.

Abstract

The language of the system extends language of the classical logic when including an
operator for the notion of alternate affirmation (in contrast to the classical affirmation
or usual affirmation), and also operators of incompatibility and determinability between
the pair of operators negation and alternate affirmation. The system is characterized by
a semantics of valuations, with which no-equivalence between both operators affirmation
is shown. The system collapse in the classical logic if this equivalence is required. They
are generated two intermediate systems when it is required by a side that the alternate
affirmation imply classical affirmation and the other hand the reciprocal implication.

Key words: affirmation, alternate affirmation, incompatibility, determinability.

1 Presentacion

En [E] se proponen diversos sistemas deductivos los cuales soportan las inconsistencias.
El operador negacion de estos sistemas es més débil que el operador negacion cldsica. Da

1 Este trabajo forma parte de los resultados obtenidos en el proyecto de investigacién “Arboles de

ico para sistemas deductivos con operador afirmacién”, el cual es financiado por la

niversidad EAFT
Magister en Matemaéticas, lnsierra@eaﬁt.edu.cd, profesor integrante del grupo en Légica y Com-
putacién, Departamento de Ciencias Bésicas, Universidad EAFIT.
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Costa también introduce un operador de buen comportamiento, con el cual se pretende
que si una férmula estd débilmente negada y tiene buen comportamiento entonces la
férmula débilmente negada se debe comportar como si estuviera clasicamente negada.
Los sistemas son presentados con una sola negacién, la débil; el buen comportamiento
de una férmula es definido como la negacién débil de la conjuncién de la férmula con
su negacion débil; la negacién clésica es definida en términos de la negacion débil y el
buen comportamiento. En [E] se estudia con mayor profundidad el operador de buen
comportamiento.

En [E] se presenta una jerarquia de sistemas deductivos con dos negaciones (negacién
cldsica y negacion alterna), un operador de incompatibilidad respecto a la negacion alter-
na y un operador de determinabilidad respecto a la negacion alterna, y los sistemas son
generalizaciones de la Logica Clésica. La incompatibilidad respecto a la negacion alterna
de una férmula puede ser caracterizada como la negacién clasica de la conjuncién entre
la féormula y su negacién alterna; esta caracterizacién hace al operador incompatibilidad
esencialmente diferente del operador de buen comportamiento de Da Costa. La determi-
nabilidad respecto a la negacion alterna de una féormula puede ser caracterizada como la
disyuncion de la férmula con su negacién alterna.

En [ff] se presentan diversos sistemas de Légicas Modales, la mayorfa de estos sistemas
tienen un operador de necesariedad, en cierto sentido este operador es una afirmacion mas
fuerte que el operador afirmacion cldsica o afirmacién usual. Estos sistemas deductivos
no son presentados con operadores de buen comportamiento o similares.

En [ﬂ] se presentan un operador de afirmacion alterna, un operador de incompatibi-
lidad respecto a la afirmacion alterna y un operador de determinabilidad respecto a la
afirmacion alterna. La incompatibilidad respecto a la afirmacién alterna de una férmula
puede ser caracterizada como la negacién clasica de la conjuncién entre la negacién de la
férmula y su afirmacién alterna. La determinabilidad respecto a la afirmacién alterna de
una férmula puede ser caracterizada como la disyuncion entre la negacion de la féormula
y su afirmacién alterna.

En este trabajo se presentan tres sistemas deductivos. El primer sistema Ldgica Bdsica
Paraconsistente y Paracompleta LBPco(+ ~) es una generalizacién de la Logica Clasi-
ca, tiene una afirmacién alterna y operadores de incompatibilidad y de determinabilidad
respecto a la pareja de operadores afirmacién alterna y negacion clasica. El segundo sis-
tema Ldgica Bdsica Paracompleta LBPo(+4 ~) se obtiene del primer sistema pidiendo
en el primer sistema “buen comportamiento” respecto a la incompatibilidad. El ter-
cer sistema Ldgica Bdsica Paraconsistente LBPc(+ ~) se obtiene del primer sistema
pidiendo en el primer sistema “buen comportamiento” respecto a la determinabilidad.
Los sistemas son caracterizados semanticamente y las pruebas de validez y completitud
son presentadas de manera detallada.
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2 Sistema LBPco(+ ~)

Definicién 2.1. FEl lenguaje de la Légica Clasica CL consta de los operadores binarios
A, V, — y <>y del operador monddico ~, ademas del paréntesis izquierdo y el paréntesis
derecho. El lenguaje del sistema LBPco(+ ~) se obtiene extendiendo el lenguaje de la
logica cldsica con los operadores monddicos +, [+ ~, C+ ~.

El conjunto de fdrmulas de LBPco(+ ~) es generado por las siguientes reglas y sélo
por ellas:

1. Se tiene un conjunto enumerable de formulas atomicas.
2. Si A es una férmula entonces ~ (A), +(4), (A)I+~, (4)°*~ son férmulas [].

3. Si Ay B son férmulas entonces (A) A (B), (4) V (B), (A) — (B) y (4) « (B) son

férmulas.

Como es habitual, se escribiran las formulas con el menor nimero posible de parénte-
sis.

Al unir al conjunto de las férmulas atémicas las férmulas de la forma + A, se obtienen
las formulas cuasi-atémicas.

Definicién 2.2. El sistema deductivo para LBPco(+ ~) es una extension del cdlculo
proposicional clasico CL, por lo que se toman dos grupos de axiomas.

Axiomas para el calculo proposicional clasico:

Az01 A— (B— A)

Az02 A—-B—-0)—=(A—=B) —=(A—=0)
Az03 A — (AVB)

Az04 B — (AVB)

Az05 (A—-C)—=((B—=C)—=((AvB)—C0(C))
Az0.6 (AAB) — A

Az0.7 (AAB)— B

Az08 (A—B)—(A—-C)—(A— (BA()))
Az09 ~A—(A—DB)

Az0.10 Av~ A

Az0.11 (A< B) — (A— B)

11 (A) se lee: la afirmacién alterna de A. (A)I+™~ se lee: +(A) y ~ (A) son incompatibles, o también,
A es incompatible con respecto a la afirmacién alterna y la negacién clasica. (A)¢T™ se lee: +(A) y
~ (A) son determinables, o también, +(A) y ~ (A) son completos, o también, A es determinable con
respecto a la afirmacién alterna y la negacién clasica.
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Az0.12 (A< B)— (B— A)
Az0.13 (A—=B)—((B—A) — (A< B)).

Axiomas para los nuevos operadoresﬁ:

Az [+ ~ . (A)H'N — (+A — A)
Az C4+ ~. (A o (A — +A)[]

Como unica regla de inferencia se tiene el Modus Ponens MP: de A’y A — B se infiere
B, denotado A, A — Btrp B.

Definicién 2.3. Se dice que una férmula A es un teorema de LBPco(+~)
(LBPco(+~)-teorema), denotado Frp A, si y solamente si A es la ultima formula de
una sucesion finita de formulas, tales que cada una de ellas es un axioma o se infiere de
dos formulas anteriores utilizando la regla de inferencia M P.

Si I' es un conjunto de férmulas, se dice que una férmula A es un teorema de
LBPco(+ ~) a partir de T' (LBPco(+ ~)-teorema en T'), denotado ' F1p A, si y sola-
mente si A es la ultima férmula de una sucesién finita de férmulas, tales que cada una de
ellas es un axioma o un elemento de I' o se infiere de dos féormulas anteriores utilizando
la regla de inferencia M P.

Proposicién 2.1 (Principio de identidad). Fpp A — A
Prueba 2.1. Todo sistema deductivo en el cual se tienen como teoremas Y

tiene como teorema el principio de identidad. Para detalles de la prueba ver |/

Proposicién 2.2 (Teorema de deduccion). Sean A y B férmulas de LBPco(+ ~) y
T un conjunto de férmulas de LBPco(+ ~). SiT U{A} Frp B entoncesT' g A — B.

Prueba 2.2. Todo sistema deductivo en el cual se tienen como teoremas Yy Yy
en el cual la inica regla de inferencia primitiva es M P, satisface el teorema de deduccion.
Para detalles de la prueba ver /ﬂ]

2.1 Semadntica para LBPco(+ ~)

Definicién 2.4. Una LBPco(+ ~)-valuacién v es una funcion que interpreta las formu-
las atomicas como elementos del conjunto {0,1}. La LBPco(+ ~)-valuacion v se extiende
a una funcion V que interpreta las formulas de LBPco(+ ~) en el conjunto {0,1} de la
siguiente manera:

2Podria pensarse que los operadores de incompatibilidad y de determinabilidad pueden ser introdu-
cidos via definicién, y que el sistema resultante es equivalente al sistema aqui presentado, lo cual no es
el caso. Esto se debe a que en el sistema presentado no vale sustitucién por equivalencia.

BAxI+ ~ se lee: axioma de incompatibilidad entre los operadores afirmacién alterna y negacién
clésica.

4 AzC+ ~ se lee: axioma de determinabilidad (completez) entre los operadores afirmacién alterna y
negacién clésica.
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Vo~ VicA)=12V(A)=0

VA. V(ANB)=1&V(A) =1y V(B) =1

VV. V(AVB)=0&V(A) =0y V(B)=0

V. VA-B)=0=V(A)=1yV(B) =0

Ve, V(Ao B) =0 V(A) =V(B)
Vit~. VAT =1 V(HA) =1y V(A) =0
VOt ~. VAT =1 V(HA) =0y V(A) =1

Observar que una LBPco(+ ~)-valuacién v se extiende a una funcién V, en lo que
respecta a las férmulas de la forma +A, de una manera arbitraria, no hay restricciones.
Por esta razén, las LBPco(+ ~)-valuaciones pueden ser definidas como funciones v del
conjunto de férmulas cuasi-atdmicas en {0, 1}, es decir, considerando la afirmacién fuerte
de una férmula arbitraria como si fuese una férmula atémica, y al extender al conjunto de
todas las formulas, se cambia la primera cldusula de la definicién por: si p es cuasi-atomica
entonces V(p) = v(p).

Definicién 2.5. Se dice que una férmula A es LBPco(+ ~)-valida, denotado
ELp A, siy solamente si para toda LB-valuacion v, V(A) = 1.

Proposicién 2.3 (LBPco(+ ~)-validez de axiomas). Los axiomas de LBPco(+ ~)
son LBPco(+ ~)-vdlidos.

Prueba 2.3.

LBPco(+ ~)-validez del [Az0.4. Si no fuese vdlido, por la definicion (R.5) existiria
una LBPco(+ ~)-valuacién v y formulas A y B tales que V(A — (B — A)) =0, y por
definicion de V- — se tendria V(A) =1 y V(B — A) = 0, por lo que, segin definicion
deV —,V(B)=1yV(A) =0, y entonces V(A) =1 y V(A) =0, lo cual es imposible.

LBPco(+ ~)-validez del [Az0.3. Si no fuese wvdlido, existiria una LBPco(+ ~)-
valuacion v Y formulas A, B Y C tales que
V(A —- (B —0C) - (A — B) - (A — C)) =0, y por definicion de V. —,
VA—-(B—-0C)=1yV(A—B)— (A—C)) =0, y asi de nuevo por definicion
deV —, V(A — B)=1yV(A— C) =0, se tiene del dltimo resultado que V(A) =1
y V(C) = 0; ahora de la definicion de V. — y V(A — (B — C)) = 1 se tiene que
V(A) =1= V(B — C) =1y como V(A) =1 entonces V(B — C) = 1, es decir
V(B)=1=V(C) =1, pero V(C) =0, por lo que V(B) = 0; pero como V(A — B) =1,
es decir V(A) =1=V(B) =1 y ademds V(A) =1 entonces V(B) = 1, contradiciendo
el que V(B) = 0.

LBPco(+ ~)-validez del [Az0.3 Si no fuese wdlido, ezistiria una LBPco(+ ~)-
valuacion v y formulas A y B tales que V(A — (AV B)) =0, y por definicion de V. —,
V(A) =1y V(AV B) =0, y entonces segin definicion de VV, V(A) =0, imposible, ya
que V(A) = 1. De manera andloga se prueba la LBPco(+ ~)-validez del .

Universidad EAFIT 119



Légica bésica con afirmacién alterna

LBPco(+ ~)-validez del [Az0.4. Si no fuese vdlido, existiria una LBPco(+ ~)-
valuacion v Y formulas A, B Y C tales que

V(A —-C) —- (B —0C) = (AvB) — () =0, y por definicion de V. —,

VA-C)=1yV(B—-C)— (AVvB) = () =0, y entonces V(B — C) =1
yV({(AVB)— C)=0, y también V(AV B) =1y V(C) =0, al tener V(A — C) =1
y V(B — C) =1 se tienen V(A) =1 = V(C)=1yV(B)=1=V(C) =1;y

al ser V(C) = 0, se tendria V(A) = V(B) = 0, por lo que, segin definicién de V'V,
V(AV B) =0, lo cual es imposible, ya que se tiene que V(AV B) = 1.

LBPco(+ ~)-validez del [Az0.6. Si no fuese wvdlido, existiria una LBPco(+ ~)-
valuacion v y formulas A y B tales que V((AA B) — A) =0, es decir V(AANB) =1

y V(A) = 0, pero si V(A) = 0 entonces, por la definicion de VA, no es el caso que
V(A A B) = 1. De manera andloga se prueba la LBPco(+ ~)-validez del .

LBPco(+ ~)-validez del [Az0.§. Si no fuese wvdlido, eristiria una LBPco(+ ~)-
valuacion v Y formulas A, B Y C tales que
ViA - B) - (A —- C) —- (A — (BANC(Q)) = 0, de donde
V(A—- B)=V(A —-C)=V(A) =1y V(BAC) =0, y entonces de la primera
parte se tiene V(B) = V(C) =1, y entonces, por la definicion de VA, no podria ocurrir
que V(BAC) =0.

LBPco(+ ~)-validez del [Az0.4 Si no fuese vdlido, existiria una LBPco(+ ~)-
valuacion v y formulas A y B tales que V(~ A — (A — B)) = 0, de donde
V(~ A)=V(A) =1, lo que es imposible segin la definicidn de V ~.

LBPco(+ ~)-validez del [Az0.10. Si no fuese vdlido, existiria una LBPco(+ ~)-
valuacion v y una formula A tal que V(A V ~ A) =0, de donde V(~ A) =V (A) =0, lo
que es imposible.

LBPco(+ ~)-validez del [Az0.11. Si no fuese wdlido, existiria una LBPco(+ ~)-
valuacion v y férmulas A y B tales que V((A < B) — (A — B)) = 0, de donde
V(A— B)=1y V(A — B)=0, y por definicién de V <, V(A) = V(B) y por defini-
cion de V. —, V(A) =1 y V(B) = 0, es decir no es el caso que V(A) = V(B), lo que
es imposible ya que si son iguales. De manera andloga se prueba la LBPco(+ ~)-validez
del [Az0.13.

LBPco(+ ~)-validez del [Az0.13. Si no fuese wdlido, existiria una LBPco(+ ~)-
valuacion v y formulas A y B tal que V((A — B) — (B — A) — (A < B))) = 0,
de donde V(A — B) = V(B — A) =1y V(A < B) = 0, se infiere entonces, por
definicion de V «—, que o bien V(A) =1y V(B)=0yV(A— B)=1 o0 bien V(A) =0
yV(B)=1y V(B — A) =1, en el primer caso se tendria V(B) =0y V(B)=1, y en
el sequndo caso se tendria V(A) =0 y V(A) =1, lo que es imposible.

LBPco(+~)-validez del AxI+ ~. Si no fuese vdlido, ezistiria una LBPco(+~)-
valuacion v y una formula A tal que V(AIT~ « (+A — A)) = 0, y se tendrian, segin
definicion de VI+ ~, dos casos: o V(AIT~) =1y V(+4 — A) =06 V(AIT™) =0
y V(+A — A) = 1. En el primer caso se tendria que V(AT~) =1y V(+4) =1y
V(A) = 0, es decir V(AIT~) =1 y V(AIT™) = 0, lo cual es imposible. En el seqgundo
caso se tendria que V(+A) =1, V(A) =0y V(+A — A) = 1, lo que quiere decir que
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V(A - A) =0y V(+A — A) =1, lo cual es imposible.

LBPco(+~)-validez del AzC+ ~. Si no fuese vdlido, existiria una LBPco(+~)-
valuacion v y una formula A tal que V(AT « (A — +A)) = 0, y se tendrian, segin
definicién de VC+ ~, dos casos: o V(AST~) =1y V(A — +A) =0 ¢ V(A“+T™) =0
y V(A — +A) = 1. En el primer caso se tendria que V(ACT™) =1 y V(A) = 1 y
V(+A4) =0, es decir V(AST™) =1 y V(AYT™) =0, lo cual es imposible. En el sequndo
caso se tendria que V(A) =1, V(+A) =0y V(A — 4+A) = 1, lo que quiere decir que
V(A—-+A)=0y V(A — +A) =1, lo cual es imposible.

Proposicién 2.4 (MP preserva LBPco(+ ~)-validez). Sean A y B férmulas de
LBPco(+ ~). Si A y A — B son LBPco(+ ~)-vdlidas entonces B también es
LBPco(+~)-vdlida.

Prueba 2.4. Sean A y B férmulas de LBPco(+ ~) tales que A y A — B son
LBPco(+ ~)-vdlidas, sea v una LBPco(+ ~)-valuacidn arbitraria, se tiene entonces que
V(A)=V(A — B) =1, y no puede ocurrir que V(B) = 0, ya que al ser V(A) = 1, segin
definicion de V- —, se tendria V(A — B) = 0. Se concluye que para toda LBPco(+ ~)-
valuacion v, V(B) = 1, es decir B también es LBPco(+ ~)-vdlida.

Proposicién 2.5 (Teorema de LBPco(+ ~)-validez). Todo LBPco(+ ~)-teorema
es LBPco(+ ~)-vdlido.

Prueba 2.5. Sea A un teorema de LBPco(+ ~). La demostracion es por induccion sobre
el nimero de formulas de LBPco(+ ~) miembros de una sucesion finita que constituya
una demostracion de A en LBPco(+ ~).

Para el paso base, supongase que la demostracion de A consta de una sola formula,
la propia A, entonces A tiene que ser un azioma de LBPco(+ ~), y se tiene por la
proposicion (R-) que todos los ariomas de LBPco(+ ~) son férmulas LBPco(+ ~)-
validas.

Supdngase ahora que la demostracion de A contiene n formulas, siendo n > 1, y
supongamos como hipdtesis de induccion que todos los teoremas de LBPco(+ ~) que
poseen demostraciones de menos de n pasos son férmulas LBPco(+ ~)-vdlidas. O bien
A es un axioma, en cuyo caso A es una férmula LBPco(+ ~)-vdlida, o A se deduce
mediante M P de dos formulas anteriores en la demostracion. Fstas dos férmulas de-
berdn tener las formas B y B — A. Pero B y B — A son teoremas de LBPco(+ ~)
cuyas demostraciones son sucesiones de menos de n féormulas. Asi pues, B y B — A
son férmulas LBPco(+ ~)-vdlidas por hipdtesis de induccion, y de este modo, puesto
que, sequn la proposicion (@), MP preserva LBPco(+ ~)-validez, A es una férmula
LBPco(+ ~)-vdlida.

Asi pues, por el principio de induccidn matemdtica, todo teorema de LBPco(+ ~) es
una férmula LBPco(+ ~)-vdlida.

Para demostrar el resultado reciproco, que toda férmula LBPco(+ ~)-vilida es un
LBPco(+ ~)-teorema, se requieren dos nuevas ideas: extensiones de LBPco(+ ~) y
consistencia.
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LBPco(+ ~) tiene axiomas, que son los puntos de partida para las demostraciones
de teoremas. ;Qué ocurriria si se anadiera otro axioma? Se tendrian ma&s premisas de
las que partir, de modo que, en general, se podria esperar que fuese posible demostrar
més teoremas. Todas las férmulas que fuesen teoremas previamente seguirian siéndolo,
pero quizas algunas férmulas que no eran teoremas antes se convertirian en teoremas. De
hecho, apareceran nuevos teoremas si y sélo si el nuevo conjunto de axiomas contiene al
menos una féormula que no fuese previamente un teorema.

Definicién 2.6. Una extensién de LBPco(+ ~) es un sistema formal obtenido alterando
o ampliando el conjunto de axiomas de manera que todos los teoremas de LBPco(+ ~)
sigan siendo teoremas (habiéndose introducido eventualmente teoremas nuevos).

En este trabajo mientras no se diga lo contrario, se trabajard con extensiones de
LBPco(+ ~), pero el conjunto de férmulas no se cambiard, por lo que frecuentemente se
dird simplemente férmulas o férmulas de LBPco(+ ~) cuando se quiera hacer referencia
a las férmulas de una extensién de LBPco(+ ~).

Si se extendiera LBPco(+ ~) a sistemas con mayor niumero de teoremas cada vez,
lo més probable es que llegase a existir una férmula A tal que tanto A como ~ A fuesen
teoremas. Es evidente que una situacion asi no es deseable, ya que como se verd mas
adelante en la proposicién (R.7), toda férmula serfa un teorema.

Definicién 2.7. Una extension de LBPco(+ ~) es consistente si no existe ninguna
formula A de LBPco(+ ~) tal que tanto A como ~ A sean teoremas de la extension.
Naturalmente, esta definicion seria irrelevante si el propio LBPco(+ ~) no fuese con-
sistente. St la extension no es consistente, se dice que es inconsistente.

Definicién 2.8. Una extension de LBPco(+ ~) es trivial si toda férmula es teorema
de la extension.

Proposicién 2.6. LBPco(+ ~) es consistente.

Prueba 2.6. Supdngase que LBPco(+ ~) no fuese consistente, por ejemplo que existiese
una formula A tal que Frg A y b~ A. Entonces por la proposicion (E), Teorema
de LBPco(+ ~)-validez, tanto A como ~ A serian férmulas LBPco(+ ~)-vdlidas. Esto
es imposible, ya que si ~ A es una formula LBPco(+ ~)-vdlida, entonces para toda
LBPco(+ ~)-valuacion v, V(~ A) = 1, es decir V(A) = 0 segin definicion de V ~, por
lo que A no puede ser LBPco(+ ~)-vdlida. Por lo tanto, LBPco(+ ~) es consistente.

Proposicién 2.7. Una extension LBPco(+ ~)* de LBPco(+ ~) es consistente sty sélo
st no es trivial.

Prueba 2.7. bFpp- A abrevia A es un teorema en LBPco(+ ~)*. Sea LBPco(+ ~)*
consistente. Entonces para toda formula A, o bien A no es teorema o bien ~ A no es
teorema, ya que ambas no pueden serlo al ser LBPco(+ ~)* consistente. Por lo tanto
LBPco(+ ~)* no es trivial.

Reciprocamente, supdngase que LBPco(4+ ~)* no es consistente. Se demostrard que
no hay férmulas que no sean teoremas de LBPco(+ ~)*, es decir, que toda férmula es
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teorema de LBPco(+ ~)*. Sea A cualquier férmula; LBPco(+ ~)* no es consistente,
ast que b« B ytpp-~ B para cierta formula B. Ahora bien, Fp~ B — (B — A) por
Ax0.9. Asi, Frp-~ B — (B — A) pues LBPco(+ ~)* es extension de LBPco(+ ~).
Aplicando dos veces M P, obtenemos ahora brp A. Asi pues, toda formula es teorema de
LBPco(+ ~)*, como se queria.

Proposicién 2.8. Sea LBPco(+ ~)* una extension de LBPco(+ ~) y sea A una formu-
la de LBPco(+ ~) que no sea teorema de LBPco(+ ~)*. Entonces LBPco(+ ~)**
es también consistente, siendo LBPco(+ ~)** la extension de LBPco(+ ~) obtenida
anadiendo ~ A como nuevo axioma a LBPco(+ ~)*.

Prueba 2.8. Fpp« A abrevia A es un teorema en LBPco(+ ~)**. Sea A una féormula
de LBPco(+ ~) que no es teorema de LBPco(+ ~)*. Supdngase que LBPco(+ ~)**
es inconsistente. Entonces, para alguna formula B, b~ B y g~ B. Ahora bien,
del mismo modo que en la demostracion de la Proposicion (E), se deduce que -1 g A.
Pero LBPco(+ ~)** tan sdlo se diferencia de LBPco(+ ~) en que tiene a ~ A como
azioma adicional, ast que g A es equivalente a ~ A brp- A (Una demostracion en
LBPco(+ ~)** es justamente una deduccion a partir de ~ A en LBPco(+ ~)*). Asi pues,
Frp«~ A — A, por la proposicion (E), el Teorema de Deduccion. Se tiene por
Frpe (A — A) — ((~ A — A) — ((AV ~ A) — A)), por la proposicién (R.1), principio
de identidad se tiene Frp- A — A, aplicando MP se infiere
Frp- (~ A— A) — ((AV ~ A) — A), de nuevo por M P se infiere Frp« (AV ~ A) — A,
pero por Frps AV ~ A, aplicando M P se infiere finalmente que -« A. Pe-
ro esto contradice la hipdtesis de que A no es teorema de LBPco(+ ~)*. Asi pues,
LBPco(+ ~)** tiene que ser consistente.

Debe existir en alguna parte un limite a las férmulas que pueden incluirse como
axiomas adicionales en una extensién de LBPco(+ ~) manteniendo la consistencia. La
proposicién (R.24)) tiene por objeto alcanzar este limite, pero se describe primero la si-
tuacion en una definicién.

Definicién 2.9. Una extension de LBPco(+ ~) es completa si para toda férmula A, o
bien A o bien ~ A es teorema de la extension.

En este punto se presentardn algunas reglas derivadas, proposiciones (@) a (2.29),
que se requieren para la prueba de la proposicién ), el teorema de completitud. Todas
ellas son resultados bien conocidos de la légica clasica, por esta razén las demostraciones
seréan omitidas. Para los detalles de las pruebas ver [[[] y [{].

Proposicién 2.9 (Introduccion y eliminacion de la conjuncion).
l_LB AANB = l_LBA Yy l_LB B.

Proposicién 2.10 (Introduccion de la disyuncion).
l_LBA = "LBA\/B Yy |_LBB\/A.
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Proposicién 2.11 (Silogismo hipotético).
tFipA—B y FipB—-C = FrpA—C.

Proposicién 2.12 (Eliminacion de la disyuncion).
"LBA\/B Yy I_LBA—>C Yy "LBB—>C = l_LBC-

Proposicién 2.13 (Dilema constructivo).
Frg AV B Y Frp A—C vy FrpB—D = FrpCVD.

Proposicién 2.14 (Silogismo disyuntivo).
l_LBA\/B y I_LBNA = I_LB B.

Proposicién 2.15 (Demostracidon indirecta).
Frg A— B Yy g A— ~B = Frp~A
"LBNA—>B Yy "LBNA—>NB = I_LBA.
Proposicién 2.16 (Doble negacion).

trp A & brp ~~A.

Proposicién 2.17 (Negacion de la disyuncion).
brg ~(AVB) & brp~AA~B.

Proposicién 2.18 (Negacion del condicional).
FLBN(AHB) & b AN~ B.

Proposicién 2.19 (Transposicion y Modus Tollens MT).
"LBA—>B <~ I_LBNB—>NA
FLBAHB Yy Frg ~ B = FLBNA.

Proposicién 2.20 (Equivalencia material).
"LBA<—>B <~ "LB(A/\B)\/(NA/\NB).

Proposicién 2.21 (Transposicion en la equivalencia).
FLBAHB 4 FLBNAHNB.

Proposicién 2.22 (Equivalencia externa).
Si J es una extension consistente y completa de LB, entonces b5 A < B si y solo si
Fy A < Fy B.

Prueba 2.9. Supdngase que A < B es un teorema de J, por |Az0.1] y|Az 0.14 se tienen
A— B yB— A. Si A fuese un teorema de J entonces por MP también lo seria B, es
decir, -5 A =F; B, de igual forma se prueba la reciproca.

Supdngase que -3 A < by B, porlo que by A =F; B, y supdngase que no se tiene
F;, A — B. Siendo J completa esto implica ;~ (A — B), luego por la proposicion
(R.18) es -7 AN ~B y por la eliminacion de la conjuncion 5 A y 7 ~B. Pero por la
hipdtesis, de 5 A se infiere =5 B lo cual es absurdo pues ~B es un teorema de J, que
es consistente. De igual forma se prueba -5 B — A y por se tiene -5 A — B.
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Es importante notar que las reglas de inferencia y los teoremas de LB Pco(+ ~) siguen
siendo tales en cualquier extensién de LBPco(+ ~).

Proposicién 2.23. Si J es una extension consistente y completa de LBPco(+ ~),
entonces -7 AV B siy solo sit; A 6+ B.

Prueba 2.10. Supdngase que -5 AV B pero no -5 A y no ;5 B, entonces se tendria
que by ~ A al ser J completa. Al tenertj5; AV B ytj; ~ A, por silogismo disyuntivo, se
infiere by B, pero se supuso que mo. Por lo tanto, sitj; AV B entoncestj5 A 6 5 B.
La reciproca es aplicacion inmediata de la introduccion de la disyuncion.

Proposicién 2.24. Sea LBPco(+ ~)* una extension consistente de LBPco(+ ~). En-
tonces existe una extension consistente y completa de LBPco(+ ~)*.

Prueba 2.11. Sea Ay, A1, As,... una enumeracion de todas las formulas de
LBPco(+ ~). Se construye una sucesion Jy, Ji, Jo,... de extensiones de LBPco(+ ~)*
como Stgue.

Sea Jo = LBPco(+ ~)*. Sit;, Ao, sea J1 = Jo. Sinoty, Ay, anddase ~ Ay como
nuevo axioma para obtener Jy a partir de Jy.

En general, dadon > 1, y para construir J,, a partir de J,_1: sitjn—1 An_1, entonces
Jn = Jpn_1, ysinot j,_1 An_1, sea Jy la extension de J,_1 obtenida anadiendo ~ A, _1
COMO NUEVO axrioma.

LBPco(+ ~)* es consistente, es decir, Jy es consistente, por hipdtesis. Dado n > 1,
st Jn—1 es consistente, entonces J, es consistente, por la Proposicion (E) Asi pues,
por induccion, todo J, es consistente. Se define ahora J como aquella extension de
LBPco(+ ~)* que tiene como axiomas a aquellas formulas que son axiomas de al menos
uno de los J,.

Se demostrard que J es consistente. Supongase lo contrario. Entonces existe una
formula A tal que 5 A y 5 ~ A. Ahora bien, las demostraciones de A y ~ A en
J son sucesiones finitas de formulas, de modo que cada demostracion solamente puede
contener casos particulares de un nimero finito de axiomas de J. Asi pues, debe existir
un n suficientemente grande como para que todos estos axiomas utilizados sean axiomas
de J,,. Se deduce que t-j5, A yt;, ~ A. Esto contradice la consistencia de J,, con lo que
J debe ser consistente.

Queda por demostrar que J es completo. Sea A una férmula de LBPco(+ ~). A
debe aparecer en la lista Ay, A1, Aa,..., digamos que A es Ay. Sitj, Ay, entonces
7 Ak, puesto que J es una extension de Ji. Si no b, Ak, entonces de acuerdo con la
construccion de Jyy1, ~ Ay es un avioma de Jyy1, con lo que =y, ~ Ay. Esto implica
que by ~ Ag. Asi, en todo caso se tiene by A 65 ~ Ay, con lo que J es completo.

Proposicién 2.25. Si LBPco(+ ~)* es una extension consistente de LBPco(+ ~),
entonces existe una LBPco(+ ~)-valuacidn en la cual todo teorema de LBPco(+ ~)*
toma el valor 1.

Prueba 2.12. Se define v sobre férmulas de LBPco(+ ~) poniendo: V(A) =1 sit; A,

*

V(A)=0sity ~ A, siendo J una extension consistente y completa de LBPco(+ ~)*,

Universidad EAFIT 125



Légica bésica con afirmacién alterna

como la dada en la demostracion de la proposicion () Notese que V' estd definida
sobre todas las férmulas, por ser J completa. Ahora bien, V(A) = 1< V(~ A) =0 para
toda formula A, ya que J es consistente, por lo que se satisface la definicion V ~. Para el
caso del condicional, utilizando la negacion del condicional y la introduccion y eliminacion
de la conjuncidn se tiene que V(A —- B)=0&+; ~(A—B)&F; AA~B&EH; A
yky~B<s V(A)=1yV(B) =0, por lo que se satisface la definicion V. —. Para el
caso de la conjuncion, utilizando la introduccion y eliminacion de la conjuncion, se tiene
que V(ANB)=1 & +F; ANB& R Ayt B & V(A) =1y V(B) =1, porlo que
se satisface la definicion V.

Para el caso de la disyuncion, utilizando la negacion de la disyuncion, y la introduccion
y eliminacion de la conjuncion, se tiene que V(AV B) =0 & F; ~ (AVB) &
F;s~AAN~B &F;~Ayk;~B & V(A) =0y V(B)=0, por lo que se satisface
la definicion V'V.

Para el caso de bicondicional, utilizando la equivalencia material, la proposicion ()
y la introduccién y eliminacion de la conjuncion, se tiene que V(A < B) = 1 &
F;A— B &y (A/\B)\/(NA/\NB) &by ANBobj~AN~B &+; Ayby B,
oby~Ayk;~B & V(A)=V(B)=16V(A) =V(B)=0 & V(A4) =V (B), por
lo que se satisface la definicion V .

Para el caso de la incompatibilidad + ~, utilizando la transposicion en la equivalencia,
la equivalencia externa, la negacion del condicional, y la introduccion y eliminacion de
la conjuncion, se tiene que V(AI*™) = 0 & F; ~ AT~ © F; ~ (+4 — A) &
F;r +AAN~A &) Ay~ A & V(+A) =1y V(A) =0, por lo que se satisface
la definicion VI+ ~.

Para el caso de la determinabilidad + ~, utilizando la transposicion en la equivalencia,
la equivalencia externa, la negacion del condicional, y la introduccion y eliminacion de
la conjuncion, se tiene que V(AST™) =0 & F; ~ AT o)~ (A — +A) &
F; AA~4+A b5 Aybyj~4A & V(A) =1y V(+A4) =0, por lo que se satisface
la definicion VO+ ~.

Se concluye finalmente que v es una LBPco(+ ~)-valuacion, ya que se satisfacen los

requisitos de la definicion (R-4).

Sea ahora A un teorema de LBPco(+ ~)*. Entonces ;7 A, donde J es una extension
consistente y completa de LBPco(+ ~)*. Con ello, V(A) = 1.

Proposicién 2.26 ( Teorema de Completitud para LBPco(+ ~)). Sea A una féormu-
la de LBPco(+ ~), si A es LB-vdlida entonces A es LBPco(+ ~)-teorema.

Prueba 2.13. Sea A una férmula de LBPco(+ ~) que es LBPco(+ ~)-vdlida, y
supongamos que A no es un teorema de LBPco(+ ~). Entonces la extension
LBPco(+~)*, obtenida anadiendo ~ A como nuevo azioma, es consistente, por la propo-
sicion (R.d). Asi pues, segin la proposicion (R.28), eziste una LBPco(+ ~)-
valuacion v que da a todo teorema de LBPco(+ ~)* el wvalor 1. En particular,
V(~ A) = 1. Pero V(A) = 1, ya que A es una férmula LBPco(+ ~)-vdlida, y se
llega a una contradiccion. Luego A es un teorema de LBPco(+ ~).
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Se ha comprobado, con las proposiciones (E) y (R.24), que el sistema formal
LBPco(+ ~) tiene la principal propiedad que deberfa tener: Que las férmulas derivables
en él sean precisamente las 16gicamente verdaderas. Los axiomas y la regla de deduccién de
LBPco(+ ~) caracterizan la deduccién ldgica, al menos en este contexto. Los
LBPco(+ ~)-teoremas son las férmulas LBPco(4+ ~)-vélidas y sélo ellas. Para toda
féormula de LBPco(+ ~) se tiene: Frp A < Erp A.

3 Sistemas con afirmacion fuerte y afirmacién débil

Cuando se observan los axiomas Az I+ ~ v Ax C+ ~, entonces si se tiene AT~ y no se
tiene ACT™ es decir, si se tiene +4 — *A y no se tiene *A — +A, tiene sentido decir
que la afirmacion alterna, +, es una afirmaciéon mas fuerte que la afirmacion usual, *;
cuando esto ocurra, se dird que el sistema tiene la afirmacion fuerte + y la afirmacion
débil *, o simplemente que el sistema tiene una afirmacion fuerte 4. Si se tiene A€+~
y no se tiene A’T™, es decir, si se tiene *A — +A y no se tiene +4 — *A, tiene
sentido decir que la afirmacién alterna, 4, es una afirmaciéon mas débil que la afirmacién
usual, *; cuando esto ocurra, se dird que el sistema tiene la afirmacién fuerte * y la
afirmacién débil +, o simplemente que el sistema tiene una afirmacién débil +.

Definicién 3.1. El sistema LBPo(+ ~) se construye a partir del sistema LBPco(+ ~),
alterando tunicamente el conjunto de axiomas para los nuevos operadores. El sistema
LBPo(+ ~) tiene como aziomas para los nuevos operadores:

AzPI+~[] +A4—-A
ArC+ ~. AT o (A — +A)

Freo A indica que A es un LBPo(+ ~)-teorema.

Observar que en el sistema LBPo(+ ~) la afirmacién alterna es una afirmacion fuerte.

Definicién 3.2. Una LBPo(+ ~)-valuacién se define de manera similar a la
LBPco(+ ~)-valuacién. Solo se cambia VI+ ~ por VPI+ ~: V(+A)=1=V(A) = 1.
ELp, A indica que A es LBPo(+ ~)-vdlida.

Definicién 3.3. FI sistema LBPc(+ ~) se construye a partir del sistema LBPco(+ ~),
alterando unicamente el conjunto de axiomas para los nuevos operadores. El sistema
LBPc(+ ~) tiene como aziomas para los nuevos operadores:

Az T+ ~. AT~ & (+A — A)
AzPC+~[§ A—+A

Frpe A indica que A es un LBPc(+ ~)-teorema.

5Ax PI+ ~ se lee: axioma de peticién de incompatibilidad entre los operadores afirmacién alterna y
negacién clésica.

6 Az PC+ ~ se lee: axioma de peticién de determinabilidad (completez) entre los operadores afirmacién
alterna y negacién cldsica.
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Observar que en el sistema LBPc¢(+ ~) la afirmacién alterna es una afirmacién débil.

Definicién 3.4. Una LBPc(+ ~)-valuacién se define de manera similar a la
LBPco(+ ~)-valuacién. Sdlo se cambia VC+ ~ por VPC+ ~: V(A) =1= V(+A) =1.
ELpe A indica que A es LBPc(+ ~)-vdlida.

Definicién 3.5. El sistema C'L* se construye a partir del sistema LBPco(+ ~), alte-
rando unicamente el conjunto de axiomas para los nuevos operadores. El sistema CL*
tiene como axiomas para los nuevos operadores:

Az P+~ +A—A
Az PC+ ~. A—+4A

Forp- A indica que A es un LC*-teorema.

Como consecuencia inmediata se tiene +A < A, es decir, los dos tipos afirmacién
coinciden. En cierto sentido, C'L* es la misma légica clasica CL con dos notaciones para
el operador de afirmacion.

Definicién 3.6. Una CL*-valuacién se define de manera similar a la LBPco(+ ~)-
valuacién. Sdlo se cambian VI+ ~ y VC+ ~ por VPIC+ ~: V(+A) =1 V(A4) = 1.
Erc+ A indica que A es LC*-vdlida.

Proposicién 3.1 (Caracterizacion de los Sistemas LBPo(+ ~), LBPc(+ ~) y
CL*). Cada uno de los sistemas LBPo(+ ~), LBPc(+ ~) y CL* estd caracterizado por
la respectiva semdntica.

Prueba 3.1. Observando la prueba de la caracterizacion del sistema LBPco(+ ~), se
concluye que cada uno de estos tres sistemas estd caracterizado por la respectiva semdntica
presentada.

Proposicién 3.2. Los sistemas LBPo(+ ~), LBPc(+ ~), CL* y LBPco(+ ~) son
diferentes entre si.

Prueba 3.2. Sea v una LBPco(+ ~)-valuacidn y A es una férmula atémica tal que:
V(A) =0 y V(+A) = 1. Se verifica que V(Axr PI+ ~) = V(+A — A) =0 y
V(Ax PC+ ~) = V(A — +A) = 1. Por lo tanto, Ax PI+ ~ no es teorema de
LBPco(+ ~) ni de LBPc(+ ~), pero si es teorema de LBPo(+ ~) y de CL*. Se
concluye asi que LBPo(+ ~) y LBPco(+ ~) son diferentes, que CL* y LBPco(+ ~)
son diferentes, que CL* y LBPc(+ ~) son diferentes y que LBPo(+ ~) y LBPc(+ ~)
son diferentes.

Sea v una LBPco(+ ~)-valuacion y A es una férmula atdmica tal que: V(A) =1y
V(+4) = 0. Se werifica que V(AzPI+ ~) = V(+A — A) = 1 y
V(AzPC+ ~) = V(A — +A) = 0. Por lo tanto, Ax PC+ ~ no es teorema de
LBPco(+ ~) pero si es teorema de LBPc(+ ~). Se concluye asi que LBPc(+ ~) y
LBPco(+ ~) son diferentes, que Ax PC+ ~ es teorema de CL* pero no es teorema de
LBPo(+ ~), por lo que CL* y LBPo(+ ~) también son diferentes.
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Proposicién 3.3. En el sistema LBPco(+ ~) los axiomas Ax I+ ~ y Az C+ ~ son
independientes entre si.

Prueba 3.3. Consecuencia inmediata de la proposicion (B.9).

4 Conclusién

Observando la forma como se articula el montaje de la caracterizacién de los sistemas
presentados, resulta natural la generalizacién de los operadores de incompatibilidad e
determinabilidad a sistemas con parejas de operadores monadicos arbitrarios.
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