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Resumen

Se caracterizan las soluciones invariantes para la ecuacién de Chazy
a partir de los operadores generadores del algebra optima, la cual fue
obtenida mediante el grupo de simetrias de Lie correspondiente a dicha
ecuacion.
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Optimal Algebra and Invariant Solutions for
Chazy’s Equation

Abstract

We characterized the invariant solutions for Chazy’s equation using the
generators of the optimal algebra, which was obtained using Lie group
symmetries for the equation.
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1 Introducciéon

La aplicacion de la teoria de grupos de simetrias de Lie a una ecuacién di-
ferencial es una poderosa herramienta para el estudio de la ecuacién, desde
que fue introducida en el siglo X1X por Sophus Lie [I] usando una idea
de la teoria de Galois en algebra. Inicialmente se pretendid, con resultado
fallido, aplicar la teoria para encontrar un método tnico que permitiera
resolver todas las ecuaciones diferenciales ordinarias. En el siglo XX se
encontr6 la potencia de esta teoria al aplicarla en ecuaciones en derivadas
parciales y por tanto, la aplicacién de la teoria ha sido de gran interés entre
investigadores de diferentes campos de las ciencias como las matematicas y
la fisica. La aplicacién del método a una ecuacion diferencial lleva a cons-
truir, por ejemplo, leyes de conservacién utilizando el conocido teorema de
Noether [2] y soluciones invariantes de la ecuacion utilizando el enfoque de
Ibragimov [3], lo cual muchas veces presenta ventajas frente a otros méto-
dos. Hoy dia, existe una gran diversidad de aplicaciones, por ejemplo en
procesamiento de imagénes, estudio de fluidos, burbujas e interaccién de
sistemas, entre otras [4],[5],[6],[7],[8],[9],[10],[11].

De otro lado, en 1963, Rosenhead [12] present6 la ecuacion de capa limi-
te de Prandtl para un fluido bidimensional y radial, con velocidad principal
de corriente uniforme dada por

VUyyy = UyUgy — UzgUyy, (1)

donde v es un namero real que representa la viscosidad cinemética. Olver
en [I3], usando el método clasico de Lie de transformaciones infinitesimales,
consigue la transformacion

u(z,y) = 2 (w), w=-, 2)

con g(w) funcion real y al menos de clase C (3), Sustituyendo en , se
tiene la siguiente ecuacién diferencial ordinaria no lineal de tercer orden:

VGwww T Dggw + A(gw)2 =0, (3)
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donde v es un real y D = 1 — ¢ es para la forma bidimensional, D = 2 — «
para la forma radial, y A = 2 — « en ambos casos.

En [14],[15],[16],[L7],[18],[19] se presentan soluciones de la ec.(3)) para
diversos valores de o usando multiples métodos. En [13] 20, 2], mediante
el método de simetrias de Lie, se logra una reduccion de la ec.(3)), para
los casos cuando o = —1 (bidimensional) y @ = —4 (forma radial). En
[22],]23],[24],]25], Chazy y Olver muestran que el grupo de simetrias de
Lie de la ec.(3]) es una algebra no soluble de dicha ecuacién y consiguen
reducciones. Posteriormente, tanto Nucci e Ibragimov [20], como Mahomed
[26], presentan nuevas reducciones de la eC., usando el método simetrias
de Lie con variables semi-canoénicas.

En el presente trabajo se considera la ecuaciéon de Chazy
[22]7[23]’[24]a[25]7[27], dada por

Yozz = 2YYza — 3%%) (4>
con x # 0; la cual es un caso particular de cuando a = -—1.
Mahomed [26], usando el grupo de simetrias de Lie y considerando av = —1
(2-dimensional) y o = —4 (radial), encuentra una familia de soluciones
para dada por

k—6 1
y(x) = st con k =3 [—cy £ (3 — dereg)] 2. (5)

c1 + cox + c3x?

Debido al gran ntimero de subgrupos del grupo de simetrias de una ecua-
cion diferencial, por lo general no es facil caracterizar todas las soluciones
invariantes. Por ello es pertinente usar un método eficaz para clasificar estas
soluciones, lo que conduce a un sistema 6ptimo de soluciones invariantes.

El proposito del presente trabajo es usar el grupo de simetrias de Lie
de la ec., para construir el algebra 6ptima y, mediante esta, caracterizar
las soluciones invariantes para dicha ecuacion.

La forma como se utilizan los operadores para el calculo del grupo de
simetrias de Lie y otras aplicaciones a las ecuaciones diferenciales se pueden
revisar en los textos clasicos [28],[29],[30],[31].
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2 Grupo continuo de simetrias de Lie

En [26], sin detallar el proceso, aparece la forma de los operadores que
generan el grupo de Lie para la ec.. En esta secciéon se muestran los
detalles de dichos célculos.

Proposition 2.1. El grupo de simetrias de Lie para la ecuacién de Chazy
(4) es generado por los siguientes campos vectoriales:

0 0 0 5 0 d
y=zx——-y—; I3== %—(ny—l—ﬁ)a—y. (6)

= oz’ Ox y

Prueba. La forma general para los operadores generadores de un grupo de
Lie de un parametro admitido por es:

x—>m+eX(x,y)+O(62), y y—>y+eY(w,y)+O(62),

donde € es el parametro del grupo. El campo vectorial asociado con di-
cho grupo de transformaciones es I' = X(x,y)a% + Y(m,y)a%, con X,Y
funciones diferenciables en R?. Para encontrar los infinitesimales X (x,7) y
Y (x,y), se aplica el operador de tercera prolongacion,

0 0 0
3 _
ré = r4 Y[“”}GTJ;E + Y[a:x]@ + Y[a:m}%a (7)

ala ec., obteniendo la siguiente condicién de simetria
donde Y, Yza), Yizaa) son los coeficientes en I'® dados por:

Yo = DalY]— (De[X])ye = Ya + (Yy — Xa)ye — Xyu3.
Vi) = DolVig) — (Da[X])yaa,
= Y. + (2Yry — Xoo)Yo + (Yyy - 2Xxy)3/3: - nyyi
+(Yy = 2X5)yze — 3XyYaYua-
Yieze) = DolYigal] — (Da[X])¥raa, (9)
= Your + (3Yawy — Xowe)Ve + 3(Yayy — Xoay)va
+ (Yyyy — 3Xayy) Yo — Xyyya + 3 Yoy — Xaw) Yo
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+3 (Y;Jy - 3X€L”y) YxYzax — 6nyyiya:x — 3ny12:x
+ (Yy - 3Xm) Yzxx — 4nyxymcz7

siendo D, el operador de la derivada total: D, = 0 + y.0y + Y220y, +
YrazOy,, + -+ . Luego de aplicar @ en se tiene:

Yoz + (3Yewy — Xawz )Yz + 3YVayy — Xawy)¥2 + Yoy — 3Xay)v2
— Xyt + 3(Yay — Xew)Voz + 3(Yyy — 3Xuy)Yaar — 6 Xy Yue
— 3X02, + (Yy — 3X0)ese — AXyYeYror — 2yVer — 2(2Yey — Xow)Ya
- 2(Yyy - 2Xa:y)yy£ + 2nyyy§: - Q(Yy - 2Xx)yyxz + 6nyy:ryzx
— 2V Yy + 6,y + 6(Y, — Xo)yZ — 6X,00 = 0. (10)

Sustiyendo Yuge = 2yyzs — 3y2 en obtenemos:

Yioee + (3Yazy — Xowa )Yz + 3(Vayy — chggy)yfC + (Yyyy — 3X$yy)y§
- ‘nyyy;clL + 3(Yzy - Xﬂ?w)y:m + 3(Yyy - 3Xzy)ymymc — 6nyy§ym
— 3X,y2, + (Yy — 3X.)(2yYue — 3y2) — 4Xy (2yYer — 3Y2)Ys — 2yYau
— 2(2Vay — Xaw)yye — 2(Yyy — 2Xay)yys + 2Xyyyys — 2(Yy — 2X0)YYan
+ 60Xy YYalar — 2Y Yau + 6Yoys + 6(Y, — Xo)ys — 6Xyy5 = 0. (11)

Al agrupar con respecto a 1,yx,yg,ygayﬁym,ygz,ywm y ygym en
obtenemos

Yowe = 2yYar + 3Yazy — Xowe — 2y(2Yay — Xaa) + 6Yz ]y

+ [3(Yﬂcyy Xaay — Yy +3X z) — 2y(Yyy 2wa) + G(Yy - Xw)]y:%

+ (Yyyy — 3Xuyy + 2y Xy + 12X, — 6X,)02 — Xyt

+ [3(Ya¢y Xoz) + QZJ(Y 3Xz) — (Yy —2Xy) = 2Y|Yau — 3ny3:x
[3(

+ [3(Yyy — 3Xuy + 20X,) — 8UX,|Yalre — 6Xyyy2Yaw = 0. (12)

Analizando los coeficientes asociados a 1, s, Y2, U3, Vs, Yuws Yous YaYars Y-Yur
en (|12)), se obtienen las ecuaciones determinantes:

X, =Y, =0, (13a)
3Y, + 3X, =0, (13b)

ing.cienc., vol. 17, no. 33, pp. i , enero-junio. 2021. 11|



Algebra optima y soluciones invariantes para la ecuacién de Chazy

Yxmm - QZJYm :Oa (13C)
3V, — 2V — 2yX, — 3X,p =0, (13d)
6Y, — 4yYey + 3Youy + 2yXps — Xpze =0. (13e)

Al solucionar en (13a]) se tiene: X = ¢j(z) v Y = co(z)y + c3(x), por lo
tanto de ([13b]) se sigue que 3ca(x) 43¢ (x) = 0y por tanto, ca(z) = —c ().
en consecuencia se tiene que

X =ci(z), Y =-c(2)y+cs(z). (14)

Sustituyendo en ([13d) se tiene —3c](x) + 2yc) (z) — 2¢3(x) — 2yc) (z) —
3¢](z) =0, esto es, —3c{(z) = c3(z) y por tanto de (14)), se obtiene

X =c(z) ; Y =-d(x)y—3(x). (15)
Utilizando en , se sigue que
y(—6c](x) + 4c () + 2 (x)) — 22¢] (z) = 0,

de lo cual —22¢{"(x) = 0 y por tanto,c; (v) = c32? + cox + ¢1, con c1, ¢z, c3
constantes. En consecuencia, reescribiendo la expresion se obtiene que
X =c32’+coxte1 y Y = (—2c32—c2)y —3(2¢3), por lo que generadores
infinitesimales son:

X = 631'2 +cor + Y = —coy — c3(2zy + 6), (16)

con ¢, ca, cg constantes arbitrarias. De tal forma se tiene

R R 0 0
D= Xgo+Vg. = (e’ +evta)g +(—ay— a2y +6)g .,

= ¢ 9 +c xg— 9 +c .%'Zﬁ—(?:(} 4—6)2
— M\ ox >\ "ox y@y 3 Ox 4 oy )’
= 111} + eolly + e31l5.

Por tanto, el grupo continuo de simetrias es generado por los operadores
que aparecen en el enunciado propuesto. O
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3 Calculo del algebra éptima y soluciones invariantes

En esta seccion se calcula el algebra optima [28],[32],[33],[34] a partir del
grupo de simetrias de Lie generado por los operadores @, que corresponde
a la ecuacién . Posteriormente se presentaran las soluciones invariantes
co-rrespondientes a los operadores que generan al algebra 6ptima. Esto 1l-
timo se hara mediante el uso de la condicién de curva invariante presentada
en la seccion 4.3 de [32], ya que al aplicar el método basado en la reducciéon
canodnica de variables, aparecen célculos mucho méas complejos.

De acuerdo a @, el espacio vectorial generado por los operadores
I1y, 115,113 es un algebra de Lie 3-dimensional. A continuacién se usara
dicha &algebra para determinar el sistema O6ptimo, mediante la aplicacion
ordenada de la accién de los mapas conmutadores y adjuntos, tal como se
describe en [34]. Para cada Il,,IIg coni = 1,2y a, f = 1,2, 3. se considera

n

([T, TT5] = HaTls — Mslla = Y (Ta(€5) — Ms(EL)) ;x,- .
1=1

donde ¢!, son los respectivos coeficientes infinitesimales de los operadores
II,. Asi por ejemplo, en la ecuacion @, tenemos que f% =1, 531, = 22, ff =0
y 5% = —(2xy + 6). A continuacion se presenta, a manera de ejemplo, el
célculo de [IIy, IT3] para ilustrar la aplicacion de en (6):

M I = (Ih(6) - Taeh) 57 + (Ih(6) ~ Ta(é}) 5
— (M) - Ta(1)) 5+ (G (- 2oy +0)) ~ T(0) 5

De manera anéloga, se calculan los conmutadores para el resto de las
simetrias descritas en @ La Tabla representa los resultados obtenidos.
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Tabla 1: Conmutadores del grupo de simetrias.

]| I, | I, | Oy
II; 0 I, | 210,
I, | —II; 0 115
T | —20, | —IIs | 0

Notese que el algebra generada por @ es un algebra no soluble [20],
pues observando la Tabla se tiene

(ITy, M) = Iy, (IIy, I3) = 211y, (Ilz, II3) = II3.
Por otra parte, usando nuevamente la Tabla , se puede calcular el ope-

rador adjunto para @ que a su vez, permite construir el sistema 6ptimo
de @ Se usara el operador adjunto presentado en [34] y definido como:

Ad(exp(ALl)) Z A— )"G, para simetrias Il y G. (18)
n!

En la Tabla se resume el resultado de aplicar el operador al grupo
de generadores de simetrias @

Tabla 2: Representacion adjunta del grupo de simetrias.

Adj[] | 11, [ I I,
i II; I, — M1 | II5 — 2MITs + A2IL4
11, 6>‘Hl 11, 67)‘1_[3
I3 | I + 2AID, + M\2T03 | o + A3 115

Para calcular el sistema del algebra éptima, se inicia con los generadores
de las simetrias (6)) y un vector genérico distinto de cero. Sea

G = CL1H1 + CLQHQ + a3H3. (19)

El objetivo es simplificar tantos coeficientes a; como sea posible, a través
de mapas adjuntos a G, mediante la Tabla (2).

| 14 Ingenieria y Ciencia
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1. Suponiendo az =1 en tenemos que G = a1l + aolls 4+ IlI3. La
simplificacién se hace aplicando el operador estratégicamente para
cada II; (i = 1,2). Utilizando la Tabla (2)) se tiene

G = Ad(eXp()qu))G = a11l; —|—a2(H2 — )\11_[1) + 113 — 2115+ )\%Hl,
asi, organizando se obtiene
G1 = bILy + (ag — 215 + 113, (20)

con by = a1 — as )\ + )\%. Tomando A; = % en , se elimina IIs,
por tanto G1 = b1I1; + II3. Ahora se procede aplicar el adjunto para
113, obteniendo

Gy = Ad(eXp()\Qng))Gl = b1I1; + 2b1 \oIls + (bl)\% + 1) IIs. (21)

Al simplificar la expresion cuadratica, surgen los siguientes casos:

(a) Caso Ay = + ;—11 con by < 0. Tomando Ay = :l:,/;—ll, con
by < 0, en (21) se elimina II3, luego Go = b1Il; + bolls, con
2X2b1 = by. Finalmente, aplicando el adjunto para Il se tiene
que

G3 = Ad(eXp()\gng))Gg = b3lly + bolls con b3y = 6_)\3[)1.

Es claro que esta accion no reduce los coeficientes, por
lo tanto un elemento del A&lgebra oOptima es b3ll; +
bolls, con by = 6_>‘3b1 < 0.

(b) Caso by = 0. En se elimina II; y Il, entonces Gy = Il3.
Aplicando el adjunto para Ils se tiene

Gs = Ad(exp(AsI12))Go = e 5 1I3.

Esta accion no reduce mas los coeficientes y, por ende, otro ele-
mento del algebra 6ptima es: Is.

2. Suponiendo a3 =0y as =1 en tenemos que G = a1ll; + 15, Al
aplicar II; utilizando la Tabla se obtiene

Gy = Ad(exp()\ﬁﬂl))G = (a1 — /\6)H1 + II5.
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Asi, tomando A\g = a; se elimina II;, luego G; = Ils. Procedemos a
aplicar el adjunto para II3, obteniendo

Gy = Ad(exp()\7H3))G1 = IIy + A\7115.

Dado que esta accion no reduce coeficientes, tenemos que Go = Ils +
bylls. Por tanto, un elemento mas del algebra éptima es Ils + bylls.

3. Finalmente, suponiendo ag = 0,a2 = 0y a; = 1 se tiene G = II;. Al
aplicar el adjunto para II;, se obtiene

Gl = Ad(exp(/\gl_[l))G = Hl.

Esta accién no permite reducir coeficientes y por ende tenemos que
G1 = II;. Por tanto, tenemos que otro elemento del algebra 6ptima
es II;.

En resumen, se tiene el siguiente sistema 6ptimo, o algebra optima, para
las simetrias de @:

{ b3y + bolly, Il + byllz, II;, II3}, (22)

con b, b3, by € R. con bs < 0. Este proceso puede ser resumido en el siguiente
resultado.

Proposition 3.1. El algebra 6ptima (sistema 6ptimo) para la ec.(4]) es
generada por los siguientes campos vectoriales:

b3y + bolloy, Il + bylls, II;, Il3, (23)

con ba, b3, by € R. con b3 < 0.

A continuacién se caracterizan las soluciones invariantes a partir de los
operadores que generan al dlgebra 6ptima.

En primer lugar, el algebra éptima asociada a una ecuacion dife-
rencial, es el menor algebra que contiene al respectivo grupo de Lie y
que es generada por el méximo numero posible de operadores que de-
jan la ecuacién diferencial invariante. Por lo anterior, todas las posi-
bles reducciones que dejan a la ecuacién diferencial invariante, se pue-
den obtener de los operadores que generan al algebra 6ptima. En par-
ticular, todas aquellas reducciones que correspondan a soluciones inva-
riantes de la ecuacién diferencial, se pueden obtener de los elementos
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generadores del algebra 6ptima. Por lo anterior, el algebra oOptima ca-
racteriza a todas las posibles soluciones invariantes de la ecuacion dife-
rencial. En este sentido, a continuacién se procederd a caracterizar to-
das las posibles soluciones invariantes de la ec.(4)), mediante el sistema
optimo ([22)).

Usando elementos del sistema 6ptimo se reduce la ec. mediante
la condicion de curva invariante presentada en la seccion 4.3 de [32], que
en este caso se expresa en términos de los infinitesimales por

Q(r,Y,Ys) =Y —y X = 0. (24)

Se calcula la solucién invariante de la ec. usando el elemento IIy
del grupo 6ptimo , bajo la condicién . De tal forma se tiene
Q=Y —y, X1 =—y, =0y asi, y(x) = ¢, con ¢ constante. Pero para que
la solucion y(z) = ¢ sea solucién invariante de (4]), es necesario que ¢ = 0
y asi, y(x) = 0.

Se calcula a continuacion una familia de las soluciones invariantes de la
ec., usando el elemento b3Il; + bolls del grupo 6ptimo . Nuevamente
con la condicién se tiene Q = Y12 -y, X12 = —boy —y.(b3 +byz) =0,

de donde y(x) = .7 eon ba, bs, c constantes, b3 < 0. Para que esta
b2
’1 + 5
soluciéon de sea invariante, es necesario que ¢ € {O, 75;’2 } Por tanto
., . . _ 6b2
otra solucién invariante es y(z) = Tawib3]

Al calcular otra solucién invariante de la ec. usando el elemento
II3 del grupo 6ptimo , con la condicién de invarianza , se obtiene
Q = Y3 —y, X3 = —(22y 4 6) — yp2* = 0, de donde y(z) = 5 — § con ¢
constante y para que sea solucion invariante se requiere que y(z) = % — g

con x # 0. ’
Finalmente, la ultima solucién invariante de corresponde al ele-
mento Iy + b4Il3 del grupo 6ptimo . De la condicién , se sigue
Q = Ya3 — Y Xo3 = —y — ba(22y + 6) — yz(z + bsx?®) = 0, cuya soluciéon
para y es y(x) = ac(b4§c+l) — bg’il, con ¢, by constantes. Para que dicha

Y

solucion sea solucion invariante de la ec.(4)) es necesario que ¢ € {0, —6}.
Para ¢ = —6 se obtiene la solucion invariante y(zr) = _76, noétese que
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esta solucién se obtiene a partir de la familia de soluciones invariantes

correspondientes a II3. Para ¢ = 0 se obtiene la solucién invariante

—6b
y(l’) = b4x6-‘r41'

Se resume el proceso anterior en el siguiente resultado.

Proposition 3.2. Las soluciones invariantes no triviales de la ecuaciéon de
Chazy , que se obtienen al reducir la ecuacién a partir de los elementos
generadores del algebra 6ptima , son:

6b2 C
- 2 _ —
|b2.’17 + 63’7 ) y(.%') .7?2

—
bz 41

1) y(x) ;o 3) ylx)

con ¢, by, by constantes, by < 0.

Observacion

Las soluciones invariantes no triviales presentadas en la Proposicién
caracterizan a todas las soluciones invariantes no triviales de (4)).

Notese que si se toma bo,by = 1 y b3 = —1 se obtienen las soluciones
y(z) = ﬁ,y(m) =5- g y y(z) = 33;+617 las cuales son soluciones inva-

riantes diferentes a las presentadas en [22],[25],[20]. En particular, se puede
comprobar que todas las familias de soluciones invariantes no triviales pre-
sentadas en la Proposicion anterior, no se pueden obtener a partir de (5)) y
por tanto son diferentes a las soluciones presentadas en [26]. En la Propo-
sicion [3.2] aparecen soluciones que hasta el momento no se referencian en
la literatura.

4  Conclusiones

Mediante el grupo de simetrias de Lie de , se calcul6 la respectiva al-
gebra 6ptima, presentada en la Proposicion Mediante los elementos
generadores del adlgebra 6ptima, se pueden caracterizar todas las soluciones
invariantes; como se presenta en la Proposicion [3.2] en la cual aparecen
soluciones que hasta el momento no se referencian en la literatura y por
ende, el objetivo propuesto fue logrado. Para futuros trabajos, se podria
retomar el grupo de simetrias de Lie para calcular las leyes de conservacion
de y también usar la teoria de grupo de equivalencia [35], para obtener
ordenaciones preliminares para una clasificacién completa de .
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