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1. INTRODUCCION

La Teorfa de Distribuciones es una de las areas de mas rapido
desarrollo en el Andlisis Funcional. Sus aplicaciones en la fisica
moderna, ecuaciones diferenciales y analisis armonico, hacen
de este campo uno de los focos de mayor investigacion
actualmente. E! objetivo que se pretende con este trabajo es
dar a conocer algunos elementos de la Teoria de Distribuciones
Generalizadas.

Histéricamente los fundamentos de la teoria de Distribuciones
se dan alrededor de los afios veinte con los trabajos del fisico
Dirac, él introdujo la "funcién &', definida en IR con las
siguientes propiedades:

a) 8(x)=0 para x#0
0 [8(x)dx=1
o fla)= Tf(xma—x)dx, ae Ry fe C(R).

Desde el punto de vista del rigor matematico todo esto no tenia
sentido. Para el mismo Dirac & no es una funcion en el sentido
clasico de la palabra, él observé que & actuaba como un
"operador” en la funcién £, Tomé aproximadamente treinta anos
descubrir los fundamentos mateméaticos de una formulacion
correcta de la definicion y propiedades de fa "funcion &' Fué

Laurent Schwartz en 1944 quién con base en los trabajos de
Cartan, Sovolev, Dieudonné, Grothendieck, etc. descubre 1a
teoria de Distribuciones. También los matematicos rusos
Gelfand y Shilov contribuyeron fuertemente en el desarrollo de
una teoria coherente.

La Teoria de Distribuciones es una de las
areas de mas rapido desarrollo en el Analisis
Funcional. Sus aplicaciones en la fisica
moderna, ecuaciones diferenciales y analisis
armonico, hacen de este campo uno de los
focos de mayor investigacion actualmente.

La teoria de distribuciones extiende el cdlculo diferencial a
ciertas formas lineales continuas definidas en un espacio
topotdgico de funciones infinitamente diferenciables con soporte
compacto, denotado D(€2) ,donde € —1R" es un abierto no
vacio. Ademas las seminormas

pu(f)=max{D? f(x):x ek, [o| <N}, N=123..

definen una topologia metrizabie localmente  convexa
sobre ¢~(£2) (funciones infinitamente diferenciables). Acd,
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Ky, N=123.. son conjuntos compactos tales que
Ky Ky, (interior de Ky.;) y UKy =Q.

o
D* =D*D{ .. D% = ———— . _
1 n axla,ax;z:___ax;z,,,a—(a,,az,...,an)

es un multiindice y '06| = Za,. es su longitud.
i=1

Esas formas lineales continuas se llaman funciones gene-
ralizadas o distribuciones. Ademads esta clase de funciones, es
mucho mas amplia que la clase-de funciones diferenciables en
¢l sentido ordinario. Una de las caracteristicas mas importantes
de esta teorfa es que permite aplicar técnicas de transformacion
de Fourier a muchos probiemas de ecuaciones en derivadas
parciales que no pueden ser resueltos por métodos clasicos.

El impacto de las Distribuciones de Schiwartz sobre la teoria de
gcuaciones diferenciales parciales s hoy un hecho bien
reconocido. No hay exageracion en sefialar que esta teoria ha
revolucionado la matematica aplicada en los ftimos cincuenta
afios, con los trabajos Malgrange, Ehrenpreis y Hormander.

2. PRELIMINARES DE
ULTRADISTRIBUCIONES

En 1961 en un seminario en Stanford, Beurling presenta los
fundamentos de cierta teoria mas general que fa teoria de
distribuciones, las ultradistribuciones o distribuciones gene-
ralizadas. Mas tarde Bjérck con base en los trabajos de Beurling,
desarrolla en forma coherente esta teorfa, ver (Bjorck, 1965).
También hay otros trabajos sobre teoria de ultradistribuciones
como son los de Komatsu, Roumieu y Gltimamente los de Braun,
Meise y Taylor, ver (6).

Los preliminares de la teorfa de ultradistribuciones podemos
considerarlos gue comienzan con el siguiente problema:

Si fe SR") ¥ sopf ={x: f(x)=0} (soporte de la funcion
£) es un conjunto compacto, entonces por el Teorema de Paley-
Wiener-Schwartz, ver (8), fes una funcion analitica entera de
tipo exponencial, donde S(R") es el espacio de las distribu-
ciones temperadas, es decir, el dual topoldgico del espacio de
las funciones de decrecimiento rapido S, en el cual la colec-
cion numerable de semingrmas

qN(f)=ISﬁl;sulg(Hlez)NlDaf(x)l<°°, N =123..,

define una topologia localmente convexa, D, =(i)"°" D*

., universidad

&/EAFIT

Si f estd en L”(|R")0< p <o, eNtonces se sabe que
para cualquier multiindice e,

o 71,y < €l

O<p<g<e (1)

LP(R”)
La expresion (1) es una desigualdad del tipo Plancherel-
Polya-Nikol “skij.

Un problema de interés en andlisis de Fourier, es el de encontrar
condiciones sobre las medidas de Borel sobre IR" vy A,
para las desigualdades de tipe Plancherel-Polya-Nikol “skij

ID"fU(V)SC"fuL,,(M 0<p<gs<o (2)

sean validas, donde f pertenece al conjunto:

oy < °°}
acd 7 es latransformada de Fourier, Q un conjunto compacto

p
de Ry | 7], ={j|f(x)|"du
cuasi-norma si0<p<7ounanormasi 7 €p < oo

{f eSu:(IR") sopf = Qy If

O<p<e.Esuna

R

Una de las caracteristicas mas importantes de
esta teoria es que permite aplicar técnicas de
transformacion de Fourier a muchos problemas
de ecuaciones en derivadas parciales que no
pueden ser resueltos por métodos clasicos.

Se sabe que una desigualdad del tipo (2) dentro del marco de
las distribuciones temperadas clasicas S’, implica restric-
ciones nada naturales sobre las medidas v y A. Por ejemplo,
si dv=dA= p(x)dx con p(x)=exp(t|”) con 0<p<1,
el espacio es completamente inadecuado y se hace nece-
sario trabajar con el espacio de las Ultradistribuciones
temperadas de Beurling S’,(m es un peso adecuado). Por
gste motivo se han introducido y estudiado, en andlisis de.
Fourier, ver (2) cap.1, los espacios L, pesados de funciones
analiticas enteras “

120)= {1 es,(R) 5o/ Qs <}
y los correspondientes espacios mixtos, ver (4) cap. 1.

Se veran ahora algunas definiciones y propiedades que conducen
al objetivo del trabajo.



En lo que sigue, IR" denota el n-espacio Euclideo,
x=(x,,X,...,x,) Y x| 1a distancia de x al origen.

Definicion 2.1. Sea M la coleccion de funciones
o:IR"—>IR" definidas por (x) = o(|x]), donde o(¢) es una
funcién creciente, concava, continua en [0,e0) y con las
siguientes propiedades:

@ 0=0(0)<o(t)+o(s),paratodo r20ys>0.

o f oW e ()

1+1¢

(c) Existen constantes reales ¢ y d con d positivo tales que
o(t)2c+dlog(l+t), t=20 (4).

Definicion 2.2. Si ¢e IJ(IR") entonces la Trahsformada de
Fourier se define por (FoX&)= @)= j Sp(x), (x) € elR"

donde d_(x)=(27)"*dx (8).
La Transformada inversa de Fourier se define por

Foke)= [0 M. E) sl

Definicion 2.3. Sea w e M, denotamos por D, la coleccion
de todas las funciones ¢e L'(IR") con sope compacto
tales que el = _H‘ﬁ(X)le A>0.

o) gy < oo

Los elementos de D, se llaman funciones de prueba.

Definicion 2.4. Si Q es un subconjunto abierto de IR" y
weM, entonces D7, (Q) denota el espacio de todos los
funcionales lineales continuos en D(Q). ‘

Una definicién equivalente es la siguiente: D?,(€2) €s el espacio
de todos los funcionales lineales « e D(Q) tales que para todo
conjunto compacto K  Q, existe A>0 y una constante C
positiva tal que

lu(p) < Cle|; . paratodo @D, (K).
D’,(€2) esta dotado de la topologia débil, ésto es, ia topologia

dada por las seminormas u — [u(¢)|, donde ¢ es cualquier
elemento D,

De igual manera, S, denota la coleccion de todas las funciones
pe L(R") tales que ¢.¢< C=(R") yverifican

Posi(@)=sup ™D p(x) < (1)

xer”

y
90,1 ()= sup ™

xerR"

D*¢(x)| < oo

Para todo multiindice o y todo A>0.

La topologia localmente convexa de S,,, es definida por las
SEMIiNOIMas pg, ¥ o

El dual topologico S, de se denota por S,. Los elementos de
S’ se llaman ultradistribuciones temperadas.

Nota: Recuerde que el dual topolégico de S, es la coleccion
de todos los funcionales lineales continuos sobre S,

Observacion. Algunos hechos importantes que se resaltan son
los siguientes:

« Si w(x)=1log(l+x])’, d>0, entonces D,= D, el
espacio de las funciones de pruebay S, = S, el espacio
las funciones de decrecimiento rapido de Schwartz.

» La condicion (4) asegura que D, y S, son subespacios
de Dy S, respectivamente.

* Si w(x)=o(lx|), donde o(z) es una funcion creciente,
concava y continua en [0,%) con ¢(0)=0, entonces D,
es no trivial si y solo si fa condicion (3) se tiene, es decir,
no existen funciones ¢(x)eD , nulas.

3. ESPACIOS L, PESADOS DE
FUNCIONES ANALITICAS ENTERAS

Cuando se trabaja con espacios pesados en andlisis de Fourier,
las uftradistribuciones son una herramienta natural y poderosa.
Las propiedades globales de admisibilidad de funciones peso
apropiadas p(x), en particular condiciones de crecimiento en
el infinito, son descritas muy bien usando el lenguaje de las
ultradistribuciones. A continuacion se describen algunos resulta-
dos basicos sobre estos espacios.

Definicion 3.1. Sea weM, R(w) denota la coleccion de
todas las funciones reales p medibles Borel sobre IR", tales
que existe una constante positiva ¢ con la siguiente propiedad:

0<p(x)< cp(y)e“’("_"') (9)
para todo x, y en IR"
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Cuando se trabaja con espacios pesados en
analisis de Fourier, las uliradistribuciones son
una herramienta natural y poderosa.

Definicion 3.2. Seah > 0, M" denota la coleccion de
fodas las medidas u de Borel en IR", con la propiedad
u(0")=1 para todo cubo

0 =fx:xelR ,hj, < x, <h(j, +1}k =1...n}, donde jeZ,.

Definicion 3.3. Sea weM, plx)eR(w) y pe M’
K, (p, 1) denota la coleccion de todas las funciones reales x,
medibles Borel en IR", con las siguientes propiedades:

(a) existe una constante positiva c tal que
0<x(x)<ep(x) (10).
para todo xe IR".

(b) existen dos constantes positivas & y r, y un subconjunto
G medible Borel de IR" con M(GﬂQj’)Z J para todo cubo

Q;’ Y rp(x) < x(x) paratodo xe G -

Nota: Si w e M entonces p(x) = e“*’ e R(w) , en particular,

p(x) = (1+ )’ eR(log(1+|x1 ) d>0

p(x)=é" r ER(|X|B), 0<B<l.

Estos son dos ejemplos interesantes, pues el primero puede ser
tratado en el sentido usual de las distribuciones, mientras el
segundo no. Este ultimo conlleva a las ultradistribuciones de
Gevrey.

Para terminar se mencionaran algunos casos interesantes en
el estudio de los espacios Ly pesados, como es el andlisis de
desigualdad del tipo Plancherel-Polya-Nikol “skij

(v ) < C||rc2f

) O<psLg<oo

para todo feS2, donde S ={f:fe$wysopfcﬂ} y
x, €K, (p.p) i=12c0n p(x)eR(®) Yy weM -

Un primer paso consiste en analizar el caso particular donde
las medidas v y A son de la forma

dv =dA =k, (x)dy, =x,(x)dy, = p(x)dx con p(x) e R(w)
y @€ M, aca dx es la medida de Lebesgue.

Otro resultado interesante que se presenta es cuando se extiende
el caso a medidas v del tipo dv = x(x)du, donde la medida
pe M" tiene la estructura de reticulo y regula el comporta-
miento local, mientras el peso x(x)e Kh(p.u) controla el
crecimiento.

Por ltimo, el caso donde las medidas vy A son de la forma
dv=x(x)dy, , dA =x,(x)du, con

peM', x(x)ek,(pu) paai=12,y p(x)eRw), y el
espacio pesado es de la forma

L‘,f(x,u):{f i fe 5;(IR")sopf chleIL,,(y) <
O<p<oo

el cual es mas general que el espacio Sf:

El espacio ES;(K',/J) es cuasi-Banach, es decir, un espacio
cuasi-normado y completo.

Es un espacio de Banach si 1< p<ec .

Nota: Si 1 es una medida de Borel en IR", entonces

ip
“fﬂu’(“) = [ ,“f(x)|pdﬂ} ,0<p<o (¥
y
71, = p-esssupls () (ee)

Si 0<p <o entonces (*) y(**) son normas.

Si0 < p< 1, entonces (*) es una cuasi-norma. Recordemos
que una cuasi-norma || , en un espacio lineal complejo A,
cumple las siguientes propiedades:

) |aIA>0,Sia¢O
by IBaly =IBlaly si acAy BeC

(c) Existe una constante € tal que |a+b|A SE(MA +IbIA)
paratodo ae Ay beA.
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