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* Errores de modelado. Aparecen debido a
la diferencia que existe entre el sistema
fisico y su modelo matematico.

* Errores de discretizacion. Aparecen debido
a la representacién que se hace del sistema
continuo, con un numero infinito de grados
de libertad, en un sistema discreto con N
grados de libertad (gdl).

* Errores de redondeo y manipulacién
matematica. Aparecen debido a la utiliza-
cion de algoritmos aproximados en algunas
fases de la solucién y al almacenamiento y
operacion de nimeros reales.

Suponiendo una buena aproximacién del
modelo fisico y con el empleo de los sistemas
modernos, el error predominante en la solu-
cion de un problema utilizando el MEF es el
error de discretizacion.

Con el MEF se pueden
obtener soluciones con
mucha precisién siem-
pre y cuando se tenga
un numero relativa-
mente grande de gdl, sin embargo se debe
considerar que, por un lado, los mismos datos
o hipotesis del problema (geometria, material
y acciones externas) son imprecisos y esta
imprecision es heredada por la solucién y por
otro lado, que el costo de una solucién con el
MEF se incrementa al aumentar el niimero de
gdl. No tiene pues sentido buscar una solucién
con una precision mayor que la que puedan
ofrecer los datos e hipétesis simplificativas del
problema siendo lo més razonable, por razones
de disminucién de costos, solucionar el proble-
ma empleando un modelo con pocos gdl pero
que represente satisfactoriamente el problema
y buscar una forma de estimar el error en la

solucion. Si el error estimado es mayor que un
valor permisible se representa el modelo
empleando un mayor nimero de gdl y se
soluciona de nuevo y asf sucesivamente hasta
lograr una precision mejor o igual a la
deseada.

A continuacion se presentan las definiciones de
error de discretizacién empleadas en los
problemas de elasticidad, las caracteristicas de
la convergencia asintética de este error y los
métodos empleados actualmente para estimar
el valor del error en la solucién de un problema
con el MEE

1. ERROR EXACTO

En los problemas de elasticidad y supo-
niendo que se conoce la solucién exacta del
mismo, el error en la solu-
cién se puede determinar,
para cada punto del mo-
delo, restando los valores
de las soluciones exactas
= | v del MEF. Esta evaluacioén
del error puede hacerse en desplazamientos,
tensiones o en cualquier otra variable del
problema. Si se representa por uex el valor del
desplazamiento exacto en un punto y por uef
el valor del desplazamiento en la solucién con
el MEF del mismo punto, el error absoluto en
desplazamientos de la solucion con el MEF,
€.ex, Para dicho punto, sera:

eu(-:x = uex —uef (1)
Con fines comparativos suele hablarse de los
errores relativos mas que de los errores
absolutos. El error relativo, n,,, se calcula
dividiendo el error absoluto por el valor exacto

de la solucién
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Nuex = u (2)

Si se consideran las tensiones, el error absoluto
en la solucién, eg,, v el error relativo, Mg, se

definen por las relaciones:

ec)'(-:x =o-ex _O-ef (3)
€ ex
Noox = ; (4)

€x

donde Gy O son las tensiones exactas y del
MEF para un punto cualquiera del dominio.

2. NORMA DEL ERROR

Lo mas practico, en un andlisis de
Elementos Finitos, es medir los errores de
discretizacién utilizando una norma que
proporcione una magnitud del error en
términos de una magnitud escalar. Con una
norma del error se calcula, en cierta forma, un
valor promediado de las magnitudes de los
errores en todo el dominio. La norma del error
se puede calcular en forma absoluta o en
forma relativa. En problemas de elasticidad se
utiliza ampliamente la norma energética
porque se relaciona directamente con la
energia del sistema, sin embargo en otras
aplicaciones puede tener mas sentido fisico otro
tipo de norma. A continuacién se describen
algunas de las normas empleadas en la
estimacién de errores de las soluciones por el
MEFE

¢ Valor absoluto maximo del error. Con
esta norma se determina el valor absoluto
maximo de los errores y puede plantearse
en desplazamientos, tensiones, etc. Consi-

derando los desplazamientos, el error abso-

luto, e, , en esta norma se define por

X max

la relacion:

wex Iy — MAXIMO €, | (3)

donde e,,, es el valor absoluto maximo de los

€x
errores en desplazamiento. El error relativo en
esta norma considerando los desplazamientos
se define por la expresion:

€

_ Yuex gy
nuex(max) - u ' (6)

ex

donde u, es el valor absoluto del

desplazamiento en el punto correspon-

diente al maximo valor del error.

* Norma L2. Esta norma representa la
longitud euclidiana del campo de errores
o el valor cuadratico medio del error.
Puede igualmente plantearse en despla-
zamientos, tensiones, deformaciones, etc. El
valor del error en esta norma en forma
absoluta y considerando los desplaza-

se obtiene con la

. Il
mientos, €, HL2 ,

expresion:

) 2
iieuex L2 = (IV {euex }T '{euex }dV)I (7)
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siendo {euex} el error en desplazamiento
expresado en forma vectorial, (las
componentes de este vector son los errores
en los desplazamientos calculados para cada
uno de los grados de libertad en un punto),
{euex }T, es la transpuesta del vector de
errores y la integral se evalta sobre todo el
dominio o volumen, V, del problema. El error
relativo en esta norma considerando los

desplazamientos se define por la expresion:

_ Cuex L2
nuex(LZ) - ' (8)

eX 12

siendo u., . el valor de la norma L2 de los
desplazamientos exactos que se calcula con

la expresion:
v o =, BT fdav) o

Norma energética. Esta norma esta defi-
nida como la raiz cuadrada de la energfa de
deformacién del error, (estrictamente es el
doble de la energia pues no se considera la
constante %2 en la integral). La expresion
analitica para la evaluaciéon del error
absoluto en esta norma, “eex - es:

eo = ([ oI o Jav)” 10

siendo {e, ., } el error en tensiones y [D] 1a
matriz de constantes elasticas que permite
relacionar las tensiones y deformaciones.

El error relativo en esta norma se define por
la expresion:

nex - ' (11)

siendo u,, el valor de la norma energética,
raiz cuadrada de la energia de deformacion,
de la solucién exacta que se define por la
expresion:

uo =([ fo. -l fo Jav)” (2)

donde {O'ex} es el valor de la tensién de la
solucién exacta.

Como se ha dicho previamente, la norma
energética es la medida de error mas
utilizada en problemas de elasticidad debido
a que esta norma estd directamente asocia-
da con el planteamiento, en desplaza-
mientos, del MEF que minimiza la energia
de deformacién del error. La norma ener-
gética posee una propiedad muy intere-
sante que permite estimar la energia de
deformacién exacta a partir de la energia de
deformacién obtenida en la solucién con el
MEF:

u Zz‘uef2+‘e 2 (13)

€xX ex
La relacién anterior establece que la energia de
deformacién exacta se puede calcular
sumando la energia de deformaciéon de la
solucién del MEF y la energia de deformaci6n
del error. La afirmacién anterior se cumple con
mas precision a medida que los errores van
haciéndose mds pequeiios, es decir cuando se
incrementa el namero de gdl del problema.

3. CONVERGENCIA ASINTOTICA DEL
ERROR

En los problemas de elasticidad los errores
exactos en desplazamientos son del orden
O(hr*Y), y los errores exactos en tensiones y
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deformaciones son del orden O(h®), siendo
p el grado del polinomio utilizado en la inter-
polacion de los desplazamientos. Este resul-
tado se puede comprender si se considera que
la solucién exacta del problema, dentro de un
elemento, se puede desarrollar en serie de
Taylor.

Si dentro del elemento de tamario h, se utiliza
una expansion polinémica local de grado p,
como (X - Xj ) v (v — vi ) son del orden de
magnitud de h, el error sera O(hr*!). Las
tensiones y las deformaciones se obtienen
derivando una vez el campo de desplazamien-
tos y en consecuencia se tendran polinomios
de un grado menor vy el error resultante sera
del orden O(hp).

Para asegurar la convergencia en la solucién
es necesario que la interpolacién hecha en
desplazamientos cumpla determinadas condi-
ciones. En el caso de elasticidad, es necesario
que haya continuidad en las funciones de
desplazamientos en la frontera entre elemen-
tos y que en los términos del desarrollo
polinémico, para la interpolacién de los
desplazamientos, se incluyan los elementos
constantes y lineales para poder simular
correctamente los movimientos de cuerpo
rigido y los estados de deformacién constante.
Adicionalmente en la evaluacién numérica de
las matrices de los elementos se debe emplear
un esquema de integracién numérica apro-
piado (ver Strang 1993).

S5i se cumplen las condiciones minimas,
previamente enunciadas, es posible asegurar
que la solucién con el MEF tiende a la solucién
exacta a medida que se refina la malla y por
ende se incrementa el nimero de gdl del

modelo. El error en la solucién tendera
pues a cero en forma asintética, dependiendo
la velocidad de dicha convergencia de algunos
factores, (ver Babuska 1982) como son: el
grado del polinomio utilizado en la inter-
polacién de desplazamientos, la forma y
estrategia con que se incremente el niimero de
gdl del problema y la variable en que se mida
el error.

Considerando los errores en la norma energé-
tica y suponiendo que el refinamiento de la
malla se basa en una disminucién uniforme del
tamano de los elementos (refinamiento h-
uniforme), el error en la solucién del MEE (ver
Babuska 1982), esta acotado por:

e, <C-h® (14)

siendo e, , el error exacto en la norma
energética; C, una constante positiva que
depende del problema estudiado; h, el tamaifio
equivalente del elemento y o, una constante
positiva que representa el orden o velocidad de
la convergencia del error en funcién del

tamafo del elemento.

Para fines comparativos se acostumbra
expresar esta ley en funcion del niimero de
gdl. Para el problema en dos dimensiones se
tiene:

N =h (15)

—lI-
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siendo N, el numero de gdl. Substituyendo la
relacién anterior en la expresién que acota los
errores en la norma energética se obtiene:

€ “SC~(N)‘§“ (16)

Si se representa en un gréfico el valor que
acota la norma del error exacto, ﬁeex ., en
funcién del nimero de grados de libertad, N,
figura 1-a, se observa la caracteristica asin-
totica de la relacion. Y la representacion
gréafica del logaritmo de la norma del error en
funcién del logaritmo de N, produce una linea
recta de pendiente negativa, figura 1-b. La
pendiente de esa linea es la velocidad asintética
de convergencia en funcién del nimero de gdl,
( 200.

FIGURA 1
a) Convergencia asintoética del error
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b) Velocidad de convergencia del error
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En elasticidad 2D, « es igual al grado mayor
del polinomio en la funcién de interpolacion si
la solucién no presenta puntos singulares.
Cuando se consideran problemas con singu-

laridades en la solucién, la velocidad de
convergencia puede verse disminuida y para
contemplar este caso la cota del error, en
refinamiento h-uniforme, se expresa como,
(ver Oliver1991, Szabg 1988):

e SC-(N Y amn e (17)

siendo p, el grado del polinomio completo
utilizado en la interpolacion y W, una
constante que caracteriza la intensidad de las
singularidades.

Sin embargo, cuando se realiza un refina-
miento adaptativo adecuado, distribuyendo el
error absoluto entre los elementos de la malla,
la velocidad de convergencia de error tiende a
ser independiente del valor de la intensidad de
la singularidad, p, resultando en este caso:

e SC- (N)';" (18)

Aunque en los problemas reales no puede
obtenerse un valor del error de discretizacion
exacto, se han desarrollado procedimientos de
estimacién del error, confiables, que son utili-
zados para determinar la precision de la
solucion y adicionalmente como criterio para
modificar las mallas y mejorar la precision de
analisis posteriores.

4. ESTIMACION DEL ERROR DE
DISCRETIZACION

La mayor parte de los estimadores del
error en la solucién del MEF estan enfocados
a problemas estaticos donde la tendencia es a
utilizar estimadores del error a posteriori
que permitan evaluar los errores a nivel de

—HiI
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elemento, (ver Zhong 1991). En otras aplica-
ciones el problerha ha sido menos tratado y
existe poca informaciéon sobre la forma de
estimar los errores pero en algunos casos
pueden utilizarse los estimadores del error del
problema estatico. A continuacién se presenta
una revisiéon de las principales técnicas de
estimacion del error de discretizacion en los

analisis con el MEE

4.1 ANALISIS DUAL

Fraeijs de Veubeke, (Fraeijs 1972), fue el
primero en dar un método de estimacién del
error global. El método se basa en obtener un
limite superior y otro inferior de la energia de
deformacion exacta. Estos limites se calculan
utilizando dos métodos diferentes en la
soluciéon del problema, uno con el principio
de minima energia potencial y otro con el
principio de minima energia complementaria.

Llamando u,, al doble de la energia de
deformacién obtenida con el principio de
minima energia potencial, U_, al doble de la
energia de deformacién obtenida con el
principio de minima energfa complementaria
y U_, al doble de la energia de deformacién
exacta, Fu la zona del contorno con condiciones
de desplazamiento impuestas, I', la zona del
contorno con condiciones de tensién impues-

tas; si el sistema es lineal y esta en equilibrio
se cumple que:

a. Si las condiciones de desplazamiento
impuestos son homogéneas (u = 0 en I
donde u son los desplazamientos) entonces:

Up € Ui < Ue (19)

b. Si las condiciones de tensiéon impuestas son
homogéneas (t = 0 en I', donde t son las
tracciones superficiales) y las fuerzas por
unidad de volumen son nulas, entonces:

Ue € Ui < Uy (20)

Por tanto se puede estimar que:

Uex =0.5 [Uep + Uec] (21)

Algunos inconvenientes de este planteamiento
son: '

* No se puede aplicar a problemas con condi-
ciones mixtas.

* La evaluacién del error resulta costosa ya
que hace falta realizar un andlisis para
calcular cada uno de los limites.

* No se puede obtener el error a nivel de
elemento. Se puede aplicar indirectamente
a nivel local para construir ciertos estima-
dores de error a posteriori.

4.2 EXTRAPOLACION DE
RICHARDSON

Este método comprende las siguientes
etapas:

a. Seleccibn de una ley de convergencia
empirica, como por ejemplo:
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1 20
Uex _‘Uef =C (Nj (22)

donde N, es el numero de grados de

libertad; C, es una constante a determinar '

experimentalmente; o, es la velocidad de
convergencia del error total; U _, es la
energia de deformacion exacta y U, es la
energia de deformacion de la solucion del
MEFE

 Efectuar una serie de andlisis de elementos

finitos:
N,, N,, N,
(Uef )1’ (Uef )2, (Uef )3, (23)

. Determinar la velocidad de convergencia

por via teérica o numeérica:

Por via tedrica:

o =o(d, p) (24)

donde d, es la dimensién espacial del
problema y p es el grado del polinomio de

aproximacion de elementos finitos.

Por via numérica, resolviendo la siguiente

ecuacion:

N_-2Ol _N'-20! (Uef )ir_(Uef )j

i i = ) et /]
R R (U

}

Determinar la constante C por medio de la

féormula:

(v, - N )"

i i

-2 -2
N - N>

C= [(Uef )i - (Uef )J]

(26)

Estimar la energia total exacta por medio de

la ecuacién:

20
1
U, =(U,) +( ) (27)

N,

Para obtener buenos resultados es conveniente

tomar las siguientes precauciones:

e Es preferible utilizar una serie de mallas
sucesivamente refinadas de forma uniforme
a partir de un mallado inicial, con el fin de
que la energia de deformacion calculada
mediante el MEF se ajuste mejor a la ley
empirica.

e Conviene utilizar la velocidad de conver-
gencia calculada numéricamente.

e Para el calculo de o, C v U, es preferible
utilizar los resultados del MEF correspon-
dientes a los ultimos mallados de la serie.

e Las mallas no deben ser excesivamente
refinadas ya que en este caso podrian
aparecer otras fuentes de error que podrian

falsear los resultados.

Algunos inconvenientes de este planteamiento

son:

e Se debe asegurar que la ley de convergencia
seleccionada es valida para el sistema en
concreto que se quiere analizar, lo cual
es dificil de juzgar en muchas ocasiones.

e Son necesarios al menos dos analisis (tres
en el caso en que la velocidad de conver-
gencia se calcule numéricamente) para
calcular el error.

e No se puede calcular el error a nivel
de elemento.

e No se puede aplicar a modelos hibridos.
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El método de Extrapolacion de Richardson
para la estimacion del error de discretizacion
se usa a veces para evaluar la fiabilidad de los
estimadores de error, a posteriori, aplicados a
problemas donde la solucién exacta es

desconocida.

4.3 ESTIMADORES DE ERROR A
POSTERIORI A NIVEL DE
ELEMENTO

Para estimar el error de la solucién de
elementos finitos mediante las técnicas
expuestas en el numeral anterior, hacen falta
al menos dos analisis de elementos finitos del
problema planteado. Se han desarrollado
técnicas de estimacion del error tanto a nivel
global como a nivel de elemento y a nivel
puntual que consiguen estimar el error con
un solo andlisis de elementos finitos redu-

ciendo los tiempos de calculo.

4.3.1 Estimadores de Error
Residual

Estos estimadores estan basados en
el calculo de los residuos de la solucién de

Elementos Finitos y pueden ser de tres tipos:

* Residuo de equilibrio en el elemento, r.

* Residuo o salto de tensiones en las interfaces
entre elementos, J.

* Residuo o salto de tensiones en el contorno
I't, G.

A finales de los 70, Babuska, (ver Babuska
1978 y Babuska 1982), demostré matemati-

camente que existe una relacion entre el error

en el elemento y el residuo del equilibrio
en el elemento, r, en el caso de problemas de
transferencia de calor unidimensional. Se
puede estimar un limite superior de la norma

®

energética de este error, €, , por medio de:

© < (h(e) )2

2
(e)
€ = 2.2

T p amin

r (28)

donde h'®, es el tamafio del elemento, a es

min’
el minimo de la conductividad térmica del
elemento, p, es el grado del polinémio en las

funciones de forma.

Gago, (ver Gago 1983), aplico la idea de
Babuska y estima el valor del error a través
de los saltos de tensiones en las interfaces entre
elementos J, proponiendo una férmula para
elementos de grado mayor que dos, p 22,
en problemas de elasticidad en 2D. Existen
también expresiones andlogas a la ecuacion
(28) para estimar los errores utilizando el

residuo de las tensiones en el contorno G.

Estos estimadores son reglas empiricas que no
se pueden demostrar matematicamente y
que, ademas, no son demasiado fiables. La
principal aportaciéon de Babuska y Gago es que

definieron la forma que deberian tener los

estimadores de error del tipo residual.
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4.3.2 Estimadores de Error
basados en la Mejora de
la Solucién de Elementos
Finitos

Un método completamente diferente
a los descritos anteriormente para calcular el
error a posteriori esta basado en la idea de
conseguir una mejor aproximacién a la
solucién exacta. , {u *}, {g *} \% {o' *} a partir
de la solucién de elementos finitos, {u },
{eef} y {O'ef} y calcular su diferencia como
una estimacion del error exacto.

El método mas utilizado para definir este
campo mejorado, es hacerlo a partir del valor
de las tensiones mejoradas en los nodos, {O' *i}
e interpolando a nivel de elemento:

{o *}zzNi{O— *} (29)

donde N, es la funcion de forma del nodo usada
en la interpolacion de desplazamientos de
elementos finitos.

Una vez obtenido el campo, {o' *}, el error a
nivel global o a nivel de elemento se calcula
mediante una norma del error.

4.4 ESTIMADOR DE
ZIENKIEWICZ-ZHU

El estimador de Zienkiewicz-Zhu, (ver
Zienkiewicz 1987), esta basado en la mejora
de la solucién del MEF. La idea basica de este
estimador consiste en utilizar en la expresion
del error en la norma energética, en lugar del
campo de tensiones exacto, que es desconocido,
un campo de tensiones mejorado obtenido a
partir del campo de tensiones del MEF. El

estimador de Zienkiewicz-Zhu, e, , tiene la
forma:

eul=| [l YT -7 | (30

donde {o' *}, representa el campo de tensiones
mejorado v [D] es la matriz de constantes
elasticas.

El error estimado relativo, m,, se obtiene
sustituyendo el error exacto por el estimador
de Zienkiewicz-Zhu y la energia de deforma-
cién exacta por la energia estimada:

€,
Mes = (31)
Ul
i .2 . .z P
donde m, | , es una estimacién de la energfa

de deformaciéon mejor que la obtenida con el
MEF, que se puede obtener aprovechando las
propiedades de la norma energética:

2 2 2

:iues‘ = uef‘ t+e (32)

€s
siendo u, 2 , la energia de deformacion de la
solucién del MEE.

A nivel de elemento podemos distinguir entre
el error estimado relativo global:
(o)l
) - _ eees :
nes global — u (33)

€s

y el error estimado relativo local:

© __Tres I

nes local ~— (34)

donde el superindice, ©, indica que la magni-
tud correspondiente se ha calculado en un
elemento.
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5. INDICE DE EFECTIVIDAD DEL
ESTIMADOR

Para estudiar la fiabilidad de los estima-
dores del error, se define el indice de efectividad,
0, como la relacion entre el error estimado y
el error exacto:

6= (35)

Cuando se requiere hacer un estudio del
comportamiento de un estimador de error, el
error exacto, e, , se suele calcular haciendo
un andlisis del problema con una malla muy
fina de tal forma que los errores en la solucién
del MEF sean muy pequefios comparados con
los errores de cualquier otra malla.

Un estimador del error se dice que es asinto-
ticamente exacto si el indice de efectividad
tiende a la unidad cuando el tamaifio de los
elementos tiende a cero, (ver Babuska 1992).
Sin embargo, si el indice de efectividad tiende
a un valor estable, diferente de la unidad,
cuando el tamano de los elementos tiende a
cero, es posible definir un factor de correccion
para el estimador del error que mejore la
calidad de la estimacion.

6. CONCLUSIONES

El empleo del MEF para la solucion de
problemas fisicos requiere de un andlisis de
errores debido principalmente al factor de
discretizacién, es decir, al hecho de haber
representado un sistema continuo (con infi-
nito nimero de gdl) por medio de un siste-
ma discreto (con un nimero limitado de gdl).
Y aunque, si se cumplen ciertas condiciones en

el planteamiento de elementos finitos, se puede
asegurar que la solucién tiende a su valor
exacto al incrementar el ntimero de gdl, el
costo del andlisis y la incertidumbre en los
datos e hipétesis hace que en la practica solo
se puedan resolver problemas utilizando una
cantidad relativamente pequefia de gdl.

Aunque en los problemas reales no puede
obtenerse un valor del error de discretizacién
exacto, existen estimadores del error confia-
bles cuyo comportamiento, indice de efecti-
vidad, mejora a medida que se refina la malla.
Actualmente, en problemas de elasticidad, se
utiliza casi exclusivamente el estimador del
error basado en la norma energética cuya
convergencia asintdtica en funcién de los
parametros “tamario del elemento y/0 niimero
de elementos”, permite disefiar procedimientos
de mejoramiento de la malla para incrementar

la precision de los resultados.
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