EL ORIGEN FENOMENOLOGICO DE
LA TEORIA ERGODICA

ULISES CARCAMO C.

Dado un sistema dindmico, podemos asociarle
varias magnitudes fisicas. La Teoria Ergédica surge
de los intentos por demostrar mateméticamente
que el promedio de los valores que toma una de
esas magnitudes fisicas en uno solo de esos
sistemnas, a medida que evoluciona a través del
tiempo, es igual al valor que obtendriamos al
promediar la misma magnitud medida en muchos
sistemas semejantes en un mismo instante de
tiempo.

La teoria ergédica, como muchas otras teorias
matematicas, ha tenido su origen en el estudio
de un modelo formulado para explicar un fenémeno
fisico.

COORDENADAS GENERALIZADAS

En muchos problemas elementales de la fisica se
pueden describir los sistemas dindmicos mediante
sistemas elementales de coordenadas. En algu-
nos de éstos, se ubica un punto en el espacio,
empleando distancias a unos ejes dados (como
los sistemas de coordenadas cartesianas) otros
utilizan distancias y é&ngulos (por ejemplo las
coordenadas polares en el plano, y las coorde-
nadas cilindricas y las esféricas en el espacio
tridimensional).

El estudio de sistemas mas complejos requiere el
uso de coordenadas generalizadas, que en casos
particulares pueden interpretarse como distancias,
areas, angulos, etc.

La teoria ergddica, como muchas
otras teorias matematicas, ha
tenido su origen en el estudio de
un modelo formulado para
explicar un fenémeno fisico.

Sean q,,q,,...,q, las coordenadas generalizadas de
un sistema dado, a las variaciones instantaneas de
éstas respecto al tiempo,
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las llamamos velocidades generalizadas y a
las variaciones instantaneas de éstas respecto
al tiempo,

da _q

d92 _45., 99n _¢
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las llamamos aceleraciones generalizadas. Tam-
bién se suelen introducir los momentos gene-
ralizados: Si x I+ j+z k es el vector de
posicién de un punto en el espacio y X, y y Z son
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funciones del tiempo t, r' =d r/dt = dx/dt i+dy/dt j+dz/dt k = X i+y’' j+ 2 k=v serd la velocidad del
punto cuya magnitud al cuadrado seréd, v2=(x)?+(y’)? +(z')2.

Si m es la masa del punto definimos su energia cinética T, como T= 12 m v¥ = 1/2 m((X)? +(y')?
+(2)?); 0T/ox = mx‘=Px, oT/oay=my =Py, T/7z=mZ =Pz son las componentes del momentum
(o cantidad de movnmlento) de la particula. En coordenadas generalizadas la cantidad 4T/sq; se llama
momentum generalizado asociado con g, y se escribe P,= dT/aq; .
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EL HAMILTONIANO DE UN SISTEMA MECANICO

Consideremos un sistema mecanico conservativo con ngrados de libertad, sean q=(q,,9,,--.,d,) Y P=(P;,Py»---:P}))
sus coordenadas y sus momenta generalizados, respectivamente, la Funcion Hamiltoniana, H (o simple-
mente el Hamiltoniano) del sistema es la suma de las energias cinética (T) y potencial (V) del mismo,
H=T+V, donde T depende de las q, y las p, y V depende sélo de las q,. En general, H no depende
del Tiempo.
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La evolucién del sistema se describe mediante las -

Ecuaciones Candnicas de Hamilton:
dqi/dt = 9H/a p, dp/dt =-3H/aq, i=1,2,..,n (1).

Como el sistema es conservativo oH/ot =0 (La
Energia Mecdnica total se conserva).

Si H tiene derivadas parciales continuas de érdenes
suficientemente altos, el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales (1) tendra una Unica solu-
cion para cada conjunto q,(t),...,q,,(t,);P; (to):---P, (L)
de condiciones iniciales.

EL ESPACIO DE FASE DEL SISTEMA

A cada posible estado del sistema le podemos
asociar un punto con 2n coordenadas: Punto
Representativo del estado del sistema.

El espacio de dimensién 2n cuyos puntos son
w(t)=w(q, (1),....a,(t),p,(1),...p,(1)) se llama el Espacio
de Fase (Q) del sistema.

Si un sistema esta representado por el punto
w,=w(t,) en t=t; en el tiempo t=s estara carac-
terizado por el punto w=w(s) y en general evolucio-
nara segun una ‘curva’ (Orbita o Trayectoria) en
el espacio de fase. Dado que la evoluciéon del
sistema depende sélo del punto que caracteriza
sus condiciones iniciales, para cada uno de aguellos
puntos tenemos una trayectoria T,. En general,
tenemos una familia monoparamétrica {T} de
trayectorias en el espacio de fase. Si t; > t,, el
estado del sistema en t = t, estara representado
por el punto W(t,), si consideramos a este punto

como un nuevo conjunto de condiciones iniciales
para el sistema en el tiempo t,, el sistema evolu-
cionara segun la misma trayectoria relacionada con
las condiciones en t,. Por lo tanto las trayectorias
no se cortan entre si.

Si el sistema comienza su evolucién en tg, vy si
tg <ty <t <. .. podemos considerar que w(ty) se
‘mueve’, a través del tiempo, en el Espacio de Fase,
pasando por w(ty), w(t,),. . ., en los instantes
respectivos ty, tp,. . ., a lo largo de su trayectoria
correspondiente.

LA EVOLUCION EN EL ESPACIO DE FASE
COMO UNA TRANSFORMACION

Para simplificar consideraremos solamente valores
discretos del tiempo 0, 1, 2, . . .

Imaginando el conjunto de todas las trayectorias,
cada una correspondiendo a un conjunto de estados
iniciales, podemos concebir el espacio de fase como
un fluido en movimiento en si mismo. (Ver Figura
3).

Méas formalmente: Podemos definir una trans-
formaciéon T del Espacio de Fase en si mismode
tal manera que la evolucién de un punto indi-vidual
en el tiempo esté dada por la trayectoria
correspondiente.

Un conjunto de sistemas dinamicos semejantes
estara representado por un conjunto de puntos en
el Espacio de Fase, cada uno de estos puntos
correspondera a su sistema respectivo.

FIGURA 2
EL TEOREMA DE LIOUVILLE
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EVOLUCION DE UN PUNTO EN EL ESPACIO DE FASE
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Asi como, en general, a un conjunto del espacio bidimensional, le podemos asignar un area y, en general,
a un conjunto del espacio tridimensional le podemos asignar un volumen, en general, a un conjunto del
espacio K-dimensional, k > 3, le podemos asignar, un volumen generalizado.

Consideremos un conjunto S C Q de volumen (generalizado) finito. La transformacién T transforma a S en
un conjunto T(S) = S,. El volumen (generalizado) de T(S) sera:

f T(s) dT(qy)...dT(qn).dT(p4)...dT(pn) = g J dgy...dgn...dp4...dpp,
donde J es el jacobiano de la transformacién.

Hagamos q, = x, para i=1,. .. n, P, = X;, para i=n+1,. . .,.2n, ademas T(q, )=y; para i=1,..,n y T(p,)=y, para
i=n+1,...,2n entonces:

= a(X1,---,Xn,Xn+1,---,X2n)
0(Yys--s¥ns--1¥2n)

Veamos que este volumen generalizado se preserva bajo la transformacion:

Como las q; y las p; son funciones de t, también lo seran las y; Y por lo tanto J=J(t) (el jacobiano
es funcién del tiempo).

d

3 (Xqg5ers X 15 Txk, XK 41---1X2n) ( ) o
Si Jg = entonces, EJk
3(Y1s--s Yon)
o) %)
pero 4 = ZEn dt O (Xqrerns XK—11Xg s Xk41r+++1X2n ) ] dt s
s=1 9Xg 3(Yqs--1Yopn) ™
() 62H
lue _
uego, J()§13 ()an(ap

en virtud de la continuidad de las derivadas parciales. Asi que en realidad el jacobiano J no depende
del tiempo, y por tanto J = 1.

De aca podemos concluir que, si V(S) es el volumen generalizado de S y T(S) es la imagen, bajo la
transformacion T de S, se tiene que V(T(S)) = V(S). Es decir, la transformacién T preserva el volumen
generalizado.

Este ultimo resultado se conoce como Teorema de Liouville (diferente del Teorema de Liouville de
la Teoria de funciones de una variable compleja).

18 Revista Universidad Eafit - No. 103



FIGURA 3
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ESPACIO DE FASE Y TEOREMA DE LIOUVILLE

MEDIDAS E INTEGRALES

El andlisis matematico ha generalizado los
conceptos de longitud de un intervalo, area de una
region plana y volumen de una regién del espacio
con el concepto de Medida de Lebesgue para
conjuntos en RX, y a partir de ac4 se ha genera-
lizado, ain mas, éste concepto con la nocién mas
abstracta de Medida de un Conjunto que es una
funcion cuyos valores son nimeros reales 6 + © y
que satisface un pequefio grupo de propiedades
especiales. (Ver Recuadros 1y 2).

La nocién de Integral de Riemann (que esta
intimamente ligada a la nocion de intervalo real) se
generaliza con el concepto de Integral de
Lebesgue. Con esta Ultima se puede operar sobre
conjuntos mas generales. (Ver Recuadros 4 y 5).

En una de sus generalizaciones el Teorema de
Liouville afirma que en un sistema conservativo,
como el que hemos analizado, se conserva la
Medida de Lebesgue de los conjuntos Lebesgue-
medibles (aquellos conjuntos para los que esta
medida tiene sentido).

Hablando un poco més en abstracto: En una
unidad de tiempo, el Espacio de Fase sufre una
transformacién biyectiva T : Q — Q (en si mismo)
tal que si A es un conjunto medible-Lebesgue
y si MA) es su medida de Lebesgue entonces
A (T (A)) = MA) es decir T es una transformacién
que preserva la medida.

El tema central de Ia Teoria Ergddica es el
estudio dindmico de las transformaciones que
preservan la medida.

SUPERFICIES DE ENERGIA CONSTANTE

Recordemos del célculo elemental que si F
=F(x,,...,x,) es unafuncién de k variables, la expresion
F(x,,....x,) = C (C=cte.) representa una superficie en
R

El sistema que estamos considerando es conser-
vativo, es decir, su energia mecanica es una
constante, E. El conjunto de todos los puntos
P=(q,,...q,, Py.---P,), tales que su energiamecanica,
H, esta dada porH(q,....q,, Py --P,) =E, es una
superficie en el espacio 2n-dimensional y se llama
Superficie de Energia Constante.

Cada una de estas superficies es un conjunto
invariante, bajo la transformacién T, de el Espacio
de Fase. Si el punto P se encuentra, inicialmente,
en la superficie entonces todas las trayectorias
asociadas con P estaran sobre la superficie H

(ay,----,an, py,...,.pn)=E.

El término Ergédico (Ergodic) proviene de las
raices griegas Ergos: Trabajo y Odos: Trayectoria.

UNA MEDIDA INVARIANTE

Durante el movimiento del Espacio de Fase en si
mismo, cada conjunto medible M, sobre una
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superficie de energia constante, Z, es transformado
en otro conjunto T(M) sobre la misma. La medida
‘natural’ de M sera u(M) = [dZ, pero, en general
r(M) = (u(T(M)). M

Se puede probar que la siguiente medida ‘alter-

nativa’ (es una medida invariante para este

proceso. Si M es un conjunto, medible, sobre Z,

definimos v(M), mediante v(M)= | d=  donde
mGrad(E)

E = E (qyesGQpePyeoP,) €8 12 energia total del

1

. n (g9E 2 JE 2 A
sistema, y GradE)=!| 3 |—| +|7—
k=1\94Gj ap;

es la magnitud del gradiente de E.

n3E 2n JE
VE=3 —ei + X ——¢€ es el Vector Gra-
j=1 9 G i=n+1 0 Pj

diente de E y e, es el i-ésimo vector de la base
canonica del espacio vectorial R?".

El tema central de la Teoria
Erg6dica es el estudio dinamico
de las transformaciones que
preservan la medida.

EXPERIMENTACION Y FUNCIONES DE FASE

Con el fin de someter a prueba los resultados
tedricos, debemos recurrir a la experimentacion.
Para hacer esto se definen “observables” o
"funciones de fase" del sistema y se disefian
procesos para calcular sus valores.

(Hablando mas en abstracto: se definen funciones
medibles).

Una Funcion de fase del sistema es cualquier
funcién de P = (.-G Pyse-sPp)-

LA MECANICA ESTADISTICA

Al admitir que la materia estd constituida por
moléculas y atomos, que satisfacen unas leyes
determinadas (validas a nivel microscopico), se
necesité de una rama de la ciencia que explicara,
con base en estas leyes, el comportamiento
macroscopico de la materia.

Surge entonces la Mecanica Estadistica (M.E), cuyo
objetivo principal es describir y predecir las
propiedades de los sistemas compuestos por un
gran namero de particulas, en funcion de las fuerzas
entre las mismas. Por ejemplo, la presién que ejerce
un gas sobre las paredes de el recipiente que lo
contiene, puede explicarse en funcion de las
colisiones de las moléculas del gas y las paredes
de aquel.

La Mecanica Estadistica incluye dos campos
principales, cada uno de los cuales intenta explicar
un conjunto de resultados experimentales de los
sistemas macroscopicos: La Mecdnica Estadistica
de los Sistemas en Equilibrio (lamada también
Termodindmica Estadistica) y la Mecénica Esta-
distica de los Sistemas fuera del Equilibrio.

Los comienzos de esta rama de la Fisica se remon-
tan a la segunda mitad del siglo XIX y estan ligados
a los nombres de Maxwell, Boltzmann, Clausius y
Gibbs.

En Mecanica Estadistica, con cada estado macros-
cdpico del sistema se asocia una colectividad de
sistemas, todos en el mismo estado macroscdpico,
pero cada uno con microestados, posiblemente
diferentes, pero compatibles con el macroestado
de referencia. Asi, el valor de una propiedad del
sistema, en un determinado estado macroscépico,es
el promedio de los valores de dicha propiedad,
calculado el los sistemas correspondientes a tal
macroestado.

Hoy en dia la Mecanica Estadistica considera,
ademas de los atomos y las moléculas, a los
electrones, los nucleos atomicos y el comporta-
miento de los campos electromagnéticos, y forma
un puente entre lo microscépico y lo macroscopico.

PROBLEMAS EN EL CALCULO DE LAS
FUNCIONES DE FASE

Aunque para muchos sistemas, la estimacion de
observables puede ser relativamente sencilla, en
ciencias como la Mecanica Estadistica (donde un
punto del Espacio de Fase representa un Estado
Microscopico del sistema), surgen dificuitades
insuperables para calcular estas funciones.

Estas dificultades son de dos tipos: Problemas de
tipo experimental y problemas de dificultad de
calculo.
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Aunque para muchos sistemas, la
estimacion de observables puede
ser relativamente sencilla, en
ciencias como la Mecanica
Estadistica surgen dificultades
insuperables para calcular estas
funciones. Estas dificultades son
de dos tipos: Problemas de tipo
experimental y problemas de
dificultad de calculo.

En general, el nimero de componentes de un
sistema, el nimero de grados de libertad y el
numero de fenémenos que ocurren en una unidad
de tiempo son extremadamerite grandes. Considé-
rese a manera de ejemplo una muestra de 1 gr. de
hidrégeno en un recipiente, ademds de tener
muchas moléculas (alrededor de 6.0225 x10%), cada
segundo se presentan muchisimas colisiones entre
estas particulas y entre éstas y las paredes del
recipiente.

Para medir experimentalmente una funcién de fase,
necesitariamos conocer el estado del sistema en el
momento de la medida, es decir, necesitariamos
determinar las coordenadas generalizadas de los
componentes del sistema. Si esto fuera posible,
gastariamos una cantidad enorme de tiempo en
ese propdsito, y en general, mucho mas tiempo
que ese para computar el valor del observable.

Ademas, con el fin de eliminar los efectos de los
errores introducidos por el proceso de medicién,
deberiamos comparar los resultados experimentales
no con valores aislados de las funciones de fase,
sino con sus promedios tomados sobre grandes
intervalos de tiempo.

PROMEDIOS DE TIEMPO

Si P=(q,...q, Py---»P,) €S un punto, en su
condicion inicial, la sucesiéon P, T(P), T3(P),...,
T*1(P),... describird su evolucién, a través del
tiempo, en el Espacio de Fase. Los valores respec-
tivos de una funcién de fase f, seran f(P), f(T(P)),
o.oof (T™(P)),... ElI Promedio de Tiempo de f en
los primeros n instantes sera 1 N3

)
3 H(T*(P)).

Nk=0

La sucesion de promedios de tiempo

1 n-1 K
{Fkgo T (P))}, contiene los promedios de f,
calculados a medida que el punto se desplaza por

la trayectoria del Espacio de Fase correspondiente
aP.

Surgen dos preguntas interesantes:

1. ¢la sucesion de promedios de tiempo, es
convergente?

2. Si converge la sucesion de promedios de
tiempo, ¢(Cémo calculamos el valor limite?

Un Teorema, enunciado y demostrado por G.D.
Birkhoff (1931), asegura que, bajo ciertas
circunstancias, tal sucesién es convergente. Este
hecho implica que no importando el punto de la
trayectoria donde el sistema comience su ‘reco-
rrido’, el valor limite serd el mismo.

El intentar resolver la segunda pregunta, nos

- llevara a formular la Hipdtesis Ergédica.

PROPIEDADES PARA “CASI TODO”
ELEMENTO DE UN CONJUNTO

En Teoria de la Medida se dice que una propiedad
se cumple para “casi todo” elemento de un
conjunto A, o en “casi todas partes” sobre A, si la
medida del subconjunto de A, donde no se
cumple la propiedad, es cero. Es decir, el
conjunto de todos los elementos que no cumplen la
propiedad, puede no tenerse en cuenta.

EL TEOREMA DE BIRKHOFF

La versién original del Teorema de Birkhoff, tiene
aproximadamente el siguiente enunciado:

Sea V un subconjunto del Espacio de Fase, que es
invariante bajo T y que tiene volumen generalizado
finito. Sea f = f(P) una funcién de fase, definida
para todos los puntos de V e integrable sobre V.

N ¥
Entonces el limite T'-me Jo f(P.1) dt | existe para
casi todos los puntos de V'
Laintegral fg f(P,t) dt ,esel Promediode Tiempode

f, enelintervalo [0, T ], tomado a lo largo de la
trayectoria que pasa por P.
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La cantidad Lim (Jf(P,t) dt = f(P), se llama Prome-
T—o

-dio de Tiempo de f, a lo largo de la trayectoria
que pasa por P.

Se puede demostrar que la cantidad anterior no
depende del punto que se elija para comenzar
el “recorrido por la trayectoria”.

Este primer teorema es un teorema de existencia,
que no nos dice como calcularla cantidad limite. Los
siguientes conceptos nos aclaran ese como.
PROMEDIOS DE FASE

1
La cantidad va f(p) dV | es el promediode la

funciénf, calculado sobre el conjunto invariante V.Se
llama Promedio de Fase de f sobre V.

INDESCOMPONIBILIDAD METRICA

Un conjunto V, que sea invariante bajo T, debe
contener trayectorias completas.

FIGURA 4
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FUNCIONES ERGODICAS

Sea V es una parte invariante de Q, de volumen
generalizado finito. Decimos que V es métrica-
mente indescomponible, si no existendos conjuntos
V, y V,, disyuntos y ambos con medidas positivas,
tales que, V=V, UV,

IGUALDAD DE LOS DOS PROMEDIOS

Si V es invariante bajo T y métricamente indescom-

ponible, entonces puede demostrarse que casi en

- 1
todas partes sobre Vv, f(P)= V) fvip)av.

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Sobre un conjunto V de Q, invariante bajo T,
métricamente indescomponible y de volumen
generalizado finito, el promedio de tiempo de
toda funcion integrable, f, es igual al promedio de
fase de 1, casi en todas partes.

FIGURA 5
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CALCULO DEL PROMEDIO DE FASE

Una funcion de fase f, integrable, es ergédica, si sus promedios de fase y de tiempo son iguales, para casi

todas las trayectorias.

IMPOSIBILIDAD PRACTICA DE LA DETERMINACION EXPERIMENTAL DE LOS PROMEDIOS DE

TIEMPO

Continuemos comentando las dificultades inherentes a la medicién y el calculo.

Supongamos, por un momento, que es posible medir las coordenadas generalizadas del sistema.
Entonces tendriamos que invertir mucho tiempo en esa medicién, y mucho més tiempo que ese en la
medicion del observable. Si P es el punto asociado al estado inicial del sistema, la estimacion del
promedio de tiempo requeriria de la medicién de P, T(P),..., T™'(P). Pero la determinacion exacta

22 Revista Universidad Eafit - No. 103



de estas medidas es experimentalmente inal-
canzable. Ademas, esto necesitaria de la deter-
minacién de la trayectoria del sistema, y este
ultimo requerimiento necesitaria de la integracion
de las 2n ecuaciones diferenciales que constituyen
el conjunto de las Ecuaciones Candnicas del
Sistema.

Todo esto implica la imposibilidad practica de
determinar la trayectoria, en el espacio de fase
para un sistema dado. Sinembargo, si el sistema
es un sistema aislado, su energia mecanica total,
H sera constante y todas las trayectorias posibles
estaran sobre una superficie de energia constante
dada.

Si la superficie es métricamente indescomponible,
el valor del promedio de tiempo de un observable
es igual al promedio de fase y en este caso el
promedio de fase se considera como la inter-
pretacién tedrica de una cierta cantidad fisica.

EL PROBLEMA ERGODICO

El problema de investigar exhaustivamente bajo qué
condiciones, y en qué grado se pueden substituir
los promedios de tiempo con los promedios de fase
se llama, genéricamente, Problema Ergddico. La
hipétesis de la igualdad de los dos promedios
se llama Hipdtesis Ergédica.

Una primera versién de la Hipétesis Ergddica fue
establecida por Boltzmann, quien conjeturé que
cada superficie de energia constante esta formada
por una unica trayectoria. Es decir, la superficie de
energia constante es llenada por la curva.

A esta propiedad se le llama, hoy en dia, Ergo-
dicidad en el Sentido de Boltzmann. Esto es
equivalente a conjeturar que, no importando el
estado actual del sistema en un instante dado, éste
pasara por todos los estados posibles asociados
con el mismo valor de su energia total.

Sinembargo, una trayectoria en el Espacio de Fase
es una curva (conjunto unidimensional), continua
que no se corta a si misma. Dado que es imposible
una correspondencia uno-a-uno, continua, de un
espacio n-dimensional, n = 2, con el espacio unidi-
mensional, entonces, tal hipétesis es insostenible.
es decir, la ergodicidad en el sentido de Boltzmann
no puede cumplirse.

Una primera versién de la
Hipotesis Ergddica fue
establecida por Boltzmann, quien
conjeturé que cada superficie de
energia constante esta formada
por una unica trayectoria. Es
decir, la superficie de energia
constante es llenada por la curva.

HIPOTESIS CUASI-ERGODICA

Después del descubrimiento de este fallo, se
hicieron intentos por reemplazar la Hipétesis Ergé-
dica por una ‘hipodtesis cuasi-ergddica’. En ella
se conceptla que cada trayectoria, aungque no llena
completamente la superficie de energia constante
sobre la cual estd situada, es un conjunto
‘denso en todas partes’, es decir, intersecta cada
elemento de la superficie.

Sinembargo, con base en esta hipétesis nadie
logré probar la igualdad de los dos promedios. Se
sabe que muchas pruebas aparentes de la Hip6tesis
Ergddica contenian graves errores.

El TEOREMA DE VON NEWMANN

La primera demostracion, verdadera, del Teorema
Ergddico se debe a J. Von Newmann. Este probé
una versién débil del teorema dentro del marco de
la Mecénica Cuantica. Damos un enunciado mas
actualizado del Teorema de Von Newmann:

Si f es una funcién tal que:

fV|f|2dV <oysi |g]=yf qu dV, entonces existe

una funcién f* tal que:

Lim

LY dt—f*(p)“= 0.

t - o

En el lenguaje del Andlisis Matematico se dice que f
converge en media a f*.

Estimulado por el éxito de Von Newmann, Birkhoff
trabajé y demostré su teorema.
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LA SOLUCION PROBABILISTICA A LAS
DIFICULTADES DE LOS SISTEMAS DE MUCHAS
PARTICULAS

Para resolver la dificultades de estos sistemas, se
puede considerar otro enfoque.

Consideremos un sistema con energia constanteay
sea P=(X,, X, ..., X,n) su punto representativo
en el espacio de fase.

Consideremos la superficie de energia constante
sobre la cual se mueve P, X=X, subconjunto de
R, Sea A la o-algebra de los subconjuntos
medibles de X, definamos en X una medida de
probabilidad, P. Previamente, se define:

dz
Grad(E)

Q(a)= Jsq

Ahora, si M € A, definimos:
1 dz
Q(a) MGraa®

P(M) =

Facilmente se puede verificar que P es reaimente
una medida de probabilidad y por lo tanto
(X, A, P) es un espacio de probabilidad.

Entonces, en vez de una posicién inicial para el
punto P, tenemos una variable aleatoria (real-
mente un vector aleatorio), y en vez de considerar
una trayectoria, a través del tiempo (concepto
deterministico), consideramos el proceso estocastico
{W,}, donde W, es la variable aleatoria asociada
a la posicion el el tiempo t.

Ademds, se postula la validez de la Hipotesis
Ergédica.

LA TEORIA ERGODICA

Desde el punto de vista fisico, la Hipotesis
Ergédica se justifica por su éxito en la practica,
sobre todo en la descripcidn de sistemas dinamicos
aislados.

Desde el punto de vista de las matematicas, no
basta el éxito practico para justificar un enunciado. Se
deben formular correctamente los elementos que
intervienen en los procesos, formular algunos princi-
pios, explicar y deducir los fenémenos observados a
partir de los principios asumidos.

Los esfuerzos de los matemaéticos porjustificarla
Hipdtesis Ergddica dieron origen a la Teoria
Ergddica.

Los primeros intentos en esta direccion mostraron
la necesidad de imponer hipétesis adicionales.

BOSQUEJO HISTORICO

El “Periodo Cldsico’ del desarrollo de esta teoria
comprende el lapso entre 1930 y 1944. Durante
éste se estudian las funciones biyectivas de un
espacio de medida T : Q — Q que preservan la
medida. Los primeros resultados fundamentales
son los teoremas de Von Newmann y de Birkhoff.

Kintchine prescinde de algunas hipétesis adiciona-
les (pero innecesarias) asumidas por Birkhoff y
simplifica la demostracién del teorema de éste
(1933). Hopf amplia la teoria a los cocientes

de sucesiones a forma (I x] de variables
k
2 Yk
K
aleatorias e investiga de manera sistematica las
propiedades ergddicas (1937). Yoshida y Kakutani
amplian el teorema de von Newmann a trans-

formaciones sobre espacios de Banach y lo aplican
a las cadenas de Markov (1941).

B ‘Periodo Moderno’ del desarrollo de la teoria
comprende el lapso entre 1944 y 1947. Este periodo
se caracteriza por el debilitamiento de las hipétesis
del planteaminento ergédico original:

Hurewicz (1944) y Halmos (1944-1946) parten de la
nocién de funciones de conjunto (las variables
aleatorias son un caso particular de estas funcio-
nes). Dunford y Miller (1946) abandonan la
propiedad de conservacion de la medida y obtienen
las condiciones necesarias y suficientes para la
convergencia en primera media.

Los esfuerzos de los matematicos
por justificar la Hipé6tesis Ergodica
dieron origen a la Teoria Ergddica.

Riesz (1947) da demostraciones mas sencillas del
Teorema de Birkhoff y de las condiciones sufi-
cientes del teorema de Dunford-Miller, ademas
abandona la hip6tesis de la biyectividad de las
transformaciones.
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El ‘Periodo Contempordneo’ del desarrollo de la
teoria comienza en 1948 con la introduccion de la
nocién de Entropia que hace Kolmogorov.

Doob (1948) aplica el Teorema de Birkhoff a las
cadenas de Markov estacionarias. Hartmann,
Marczewski y Ryll-Nardewski (1951-1952) aplican
los métodos desarrollados por Dowker (1947) y
obtienen condiciones necesariasy suficientes parala
convergencia casi seguraen L,.

Comienzan a aparecer aplicaciones de la teoria a
otras ramas del conocimiento (p.ej. a la Teoria de la
Informacién).

Desde entonces se han conocido contribuciones
de numerosos autores: Sinai (1964), Anosov
(1967), Bowen (1970-1975), Ornstein (1970-1973),
Bunimovitch (1974), Resin (1977) y Brin y Katok
(1981-1983), entre otros.

EXTENSIONES DEL CONCEPTO ORIGINAL

El concepto ‘ERGODICO’ se aplicd6 a otros
sistemas, aparentemente no relacionados con los
sistemas que dieron origen a la Hipétesis Ergddica.

Por ejemplo, se pueden considerar trayectorias de
luz dentro de un poligono regular (o de otros conjun-
tos del plano mas generales), que se reflejan en sus
lados, siguiendo las leyes geométricas de la refle-
xioén: Billares Generalizados. Se define entonces
una ergodicidad topoldgica, relacionada con el
comportamiento de las trayectorias, dado un punto
inicial donde se originan.

En los procesos estocasticos Markovianos se
define el concepto ‘ERGODICO’ referente a los esta-
dos, segun el tipo de recurrencia que presenten.

Una direccion de los trabajos actuales consiste en
el estudio de la ergodicidad y propiedades afines
de los llamados Sistemas Dindmicos Abstraclos.
Un Sistema Dinamico Abstracto consta de un espa-
cio de probabilidad, junto con una transformacion
medible, del espacio en si mismo, que preserva la
medida.

Hoy en dia el estudio de la Teoria Ergédica
requiere una buena preparacién en Analisis Mate-
matico, Teoria de la Medida, Teoria de la
Probabilidad, Topologia, Procesos Estocasticos y
Variedades Diferenciables.

DE VUELTA AL PROBLEMA ORIGINAL

Aunqgue desde la aparicion del Teorema de Birkhoff,
se consideraba resuelto en parte el problema ergoé-
dico, ésto era sélo desde el punto de vista
matematico. No se habia probado la ergodicidad
de las funciones que aparecen en la Mecanica
Estadistica. No se conocian sistemas ergddicos
reales.

Realmente, las pruebas que nos acercan al
problema original son relativamente recientes.

En 1965, Sinai demuestra que cierto tipo de gas
constituido por esferas duras (impenetrables) es un
sistema ergddico. En 1974 Bunimovitch demuestra
propiedades ergddicas en ciertos billares genera-
lizados.

El Principio de Igual Probabilidad, es decir el
postulado de que la probabilidad de que un
sistema esté en un cierto nivel de energia, es
igual para todos los niveles, y la Hipétesis Ergédica
son los dos principios bésicos de la Mecanica
Estadistica.

Aunque la Teoria Ergddica resolvié el Problema
Ergédico, desde el punto de vista matematico,
desde el punto de vista fisico, estd aln sin
resolver.

No podria hablarse de coherencia entre las
descripciones macroscopica y microscépica de la
materia mientras la M.E. no esté sdlida y riguro-
samente fundamentada. Por lo tanto, la solucion
completa del problema ergddico es esencial para
lograr una imagen unificada del comportamiento de
la materia.

Hoy en dia el estudio de la Teoria
Ergddica requiere una buena
preparacion en Analisis
Matematico, Teoria de la Medida,
Teoria de la Probabilidad,
Topologia, Procesos
Estocasticos y Variedades
Diferenciables.
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. . Recuadro 1
ALGEBRAS, -ALGEBRAS DE CONJUNTOS Y
ESPACIOS MEDIBLES

Una clase de conjuntos (es una Algebra de
Conjuntos, si satisface:

1. SiAyBestanen A, entonces AU B estd en A.

2. Si C es un elemento de A, entonces C’ es otro
elemento de A.

Una algebra de conjuntos A, es una o-dlgebra
de Conjuntos, si cumple:

3. SiAy, Ay A ... €S una sucesion de conjuntos

de A, entonces kY1"‘J< es un conjunto de A.

Si X es un conjunto, y A es una o-algebra de
subconjuntos de X, al par (X, A) se le llama
Espacio Medible.

Recuadro 2
MEDIDAS Y ESPACIOS DE MEDIDA

Consideremos un espacio medible (X, A). Una
funcién u, definida en A, y con sus valores en el
conjunto ampliado de los reales RU {-, ®}, es
una medida (no negativa), si satisface:

1. W(@)=0

2. Si A, A,.. es una sucesion de conjuntos
disyuntos dos a dos, entonces,

M(kY1Ak) =kE1M(Ak) (Aditividad enumerable).
Si (X, A) es un espacio medible y p es una
medida, definida sobre A, a la terna (X, A, p)

se le llama Espacio de Medida.

Una mediday, tal quep(X) = 1 se llamaMedida de
Probabilidad.

Si u es una medida de probabilidad, el espacio
(X, A, u) se llama Espacio de Probabilidad.

) Recuadro 3 i
TOPOLOGIAS, ESPACIOS TOPOLOGICOS Y
FUNCIONES MEDIBLES

Sean Y un conjunto yt una clase de subconjuntos
de Y.t es una Topologia, si satisface:

1. Y,y O estanen-.
2. SiA A, ..., A, sonconjuntos en T, entonces

n
I AK estaent.
K=1

3. Si {Ax} es una clase arbitraria de conjuntos
de T, entonces, Y, Aa estaenrt

Los elementos de una topologia se llaman
conjuntos abiertos.
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Si t es una topologia de subconjuntos de Y, el
par (Y, t) se llama Espacio Topologico.

Sean (X,A) un espacio medible y (Y,t) unespacio
topolégico. Una funcién f: X — Y es una funcion
medible, si para todo conjunto abierto B se tiene
que ' (B) es un conjunto medible.

Recuadro 4 ]
FUNCIONES CARACTERISTICAS Y
FUNCIONES SIMPLES

Sea (x, A) un espacio medible y sea E C X. La
Funcion Caracteristica de E, Xg, es la funcion defi-
nida en X por medio de:

Xe={1si x€E, 0 si x&E.

Sea (X, A, u) un espacio de medida. Una funcién
f: X — [0, »), tal que, su recorrido consta de un
numero finito de valores se llama funcion simple.

Toda funcion simple se puede expresar como
una combinacion lineal de funciones caracte-
risticas:

Si S es una funcion simple, a,, a,,...,a, son los

valores que toma S y E, E,,..., E  son los

subconjuntos de X que son transformados por f en
N

0.y, O, ..,0,, FESPECtivamente, entonces, S = IE oiEj.
=1

La importancia de las funciones simples en el
Andlisis Matematico radica en la siguiente propiedad:

Toda funcion medible, no negativa, definida en
X, se puede expresar como el limite de una
sucesion no decreciente de funciones simples,
medibles no negativas.

Recuadro 5
INTEGRALES ABSTRACTAS DE LEBESGUE Y
FUNCIONES INTEGRABLES

1. Integral de una Funcién Simple

n
SeaS= k21ak Ek unafuncién simple definidaeny
Si E es un conjunto medible, definimos la Integral
Abstracta de Lebesgue de S sobre E, como
n

JeSdu = k21akEk )

2. Integral de una funcion medible, no negativa

Sea f una funcién medible, no negativa, definida
en X, entonces, existe por lo menos una sucesién
de funciones simples, medibles y no negativas,
que converge af.

La Integral de Lebesgue de f es el supremo del
conjunto |f- 9du r, donde ¢ pertenece al con-
junto de todas las funciones simples tales que
O<gp<f.

3. Integral de una funcién medible arbitraria.

Funciones Integrables

Sea F: X[-, ] una funcién medible definida
en X. Definimos la parte positiva de F, F* como
F* = Max {F(x), 0}, x€ X,y la parte negativa de
F, F~, como F" = -Min {F(x),0}, x€ X.

La Integral de Lebesgue de F sobre E se define
como: I{:Fd” = JF*du - JF7du & 4l menos,

E E
una de las integrales del lado derecho es finita.

F : X — [-o0, =], es integrable sobre E, respecto
alamedidapsi [ Fdp < ®.

L, (X,A, u) es el espacio de todas las funciones
F : X[-, ] tales que, | |F|P du < .
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