MODELO MATEMATICO DEL JUEGO

"BUNGEE"

IVAN DARIO ARANGO

En dias recientes han comenzado a instalarse en
los sitios de recreacion del pais, un juego para
audaces. Este consiste en lanzarse desde una
plataforma de mas de 50 mts de altura al vacio. Para
no golpear el piso los saltadores se atan a los
tobillos una cuerda elastica, la cual se asegura a la
plataforma en el lado opuesto.

El articulo utiliza el método de modelacién de
sistemas para analizar la dinamica del juego
bungee y crear un modelo matematico que permita
realizar saltos simulados variando los parametros,
analizar los resultados para aportar conocimiento
sobre el tema en el medio. Presenta también un
ejemplo practico donde se llega a una respuesta
deseada al manipular los parametros de disefio del
juego.

Para lograr el objetivo se recurre a los principios
fisicos gue rigen el movimiento de los cuerpos en
caida libre y desacelerada.

Para ello se definen:

L, longitud de la cuerda elastica.

L, elongacién maxima de la cuerda elastica.
L, margen de seguridad.

L, distancia de la plataforma al piso.

En general el movimiento puede dividirse en dos
partes: la primera es donde el saltador no es afec-
tado por la accién de la cuerda. Esta situacion se

presenta en el lanzamiento inicial y en los rebotes
que alcancen una altura en la que la cuerda elas-
tica quede destensionada. La segunda parte es
donde el saltador es afectado por la accién de la
cuerda elastica. Esta situacién se presenta para
posiciones por debajo de L,.

Primera parte: desde el lanzamiento hasta que la
cuerda comienza a tensionarse; el deportista des-
ciende en caida libre.
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La fuerza de la gravedad (Fg) es la principal fuerza,
pero existen otras fuerzas involucradas:

1. La fuerza de friccidon (Ff) entre el cuerpo del
saltador y el aire. Esta fuerza se desprecia
debido a que no es representativa sino a altas
velocidades.

2. Lafuerza de inercia (F).

Fi Ff

Fuerzas involucradas

Fg

Sea L, (1) la distancia vertical desde la plataforma
donde se lanza el saltador hasta el punto donde se
encuentra la parte inferior de su cuerpo en cual-
quier momento.

md2L"
Fi-—5 {)
dt
Fg=mg (2
2
dL4
Fr = =2 (3)
[41]
d?L4
—dtz “aceleracion del saltador en m/sec?
dL4

“dt _ velocidad del saltador en m/sec

masa del saltador
gravedad terrestre = 9.8 m/sec? .
constante de friccion entre el aire y el saitador

m
g
Q
t tiempo en sec

La suma de todas las fuerzas da cero:

d’L
SF=0= mg—dez1 (4)

despejando e integrando:

d?L
fo-fgte  ®
dL
gt+vo =l (6)

V, es la velocidad inicial con que se lanza el salta-
dor. En este caso él parte del reposo, luego V_ = 0.

Esta ecuacion también es valida para cuando en
los rebotes el saltador venga desde abajo y cruce
la linea que divide a L, y L,. De ahi hacia arriba
esta sera la ecuacién que describe la velocidad
del movimiento. El valor de V _ es el del instante
anterior.

Se integra de nuevo:

d2L
f£g=n7;§m (7)

10t2 + Vot +Lo=Ly  (8)

L, es la distancia inicial. En este caso L = 0 porque
se comenzé a medir desplazamiento desde la
plataforma hacia abajo, luego L, = %2 gt*.

El tiempo que toma la cuerda para comenzar a ten-
sionarse se obtiene cuando L, = L,; despejando t:

1
W)
9%

t, es el tiempo que tarda la cuerda en tensionarse
a partir del momento en que el saltador se lanza
desde la plataforma. La velocidad para este tiempo
t, es:

dL

diy _ VA
el (2L19) (10)

Segunda parte: de aqui hacia adelante empieza a
actuar una cuarta fuerzay es la de la cuerda elastica
(Fc = KL,) donde K es la constante elastica de la
cuerda), y una quinta que es la friccién interna en
la cuerda elastica Fa.

(Fa = B dL/dt). Por analogia se puede afirmar que
su accion es como la de un amortiguador en un
sistema mecanico. Su efecto es disminuir con el

98 Revista Universidad Eafit - No. 102



tiempo la amplitud de la elongacion de la cuerda. L, por efecto de la tensién en cualquier momento.

JF=0=Fg-Fi-Fc-Fa
Fa Fc Fi

1]

O Fuerzas involucradas

Fg
md’L, BdL,
— < + 2 +KLs =m 11
- t—g tKle=mg (1)
2
dividiendo por m: dlp Bdlp Kb, g (12)

dt? mdt
Utilizando la transformada de Laplace para resolver esta ecuacion:

Lo [BaL,] | [KLo]

BsLa(s) _ BLp(0) , KLp(s)
m m m

$2Ly(s) - sL,(0) - dgf (0) + _g/s (14)

L,(0) es la distancia inicial del segundo movimiento. Se hace igual a cero y se comienza a graficar desde
la linea limite L, - L,

2
%(0) - [2L1g]y2 (15)

Es la velocidad inicial en el segundo movimiento e igual al resultado del anterior movimiento.
NOTA:

De aqui en adelante L, = L, = longitud de la cuerda. Reemplazando (15) en (14) y despejando L,(s)

L g/s [2L4 Q]%
2(8) =1 15
s +B/ms+ K/mJ [s +B/ms+ K/mJ

(16)
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Reorganizando para poder utilizar transformada inversa en Laplace:

gm/ K {1 +s[(2L1g)% /g]} (17)

s|s?//m) + @/K)s + 1]

Lo(s) =

Héagase: w = (K/m)'? (17a), 2@/w = B/K (17b), h =[(2L,9)"?/g] (17c) y apliquese transformada inversa de
Laplace.

L,(t)=gm/K[1-AEsen(Dt+F)], (18) donde:
A=[1/(1-@2)][1-2h @ w+h2w2]? (19)

E=zeglt@wt (20)

D=[w(1-@%)] (21)
F=tan'{[hw(1-@2)2]/[1-h@w]}-tan' {[1- @2]/[-@ ]} (22)

Esta ecuacién (18) relaciona la distancia L, del segundo movimiento en funcion del tiempo. De ella se
puede averiguar la posicion del saltador y graficarla en cualquier momento después de cruzar la lineaL, - L,.
También se obtiene la maxima elongacion L, la cual es de interés para averiguar cual es el maximo
recorrido y asegurarse de que el saltador no golpea el piso.

Para la simulacién y solucién de ecuaciones diferenciales, y, para la graficacién de las ecuaciones alge-
braicas de la solucién se utiliza normalmente ayudas computacionales tales como el software Matlab,
Excel o similares. En este caso por razones académicas se desea mostrar el método paso a paso y por
tanto no se utilizan.

CURVA DE POSIBLE RESPUESTA

25
20
15
10 +

Regién de validez de la ecuacién (23)7

Desplazamiento

-10 +
-15 . ; gt o
-20 + Regién de validez de la ecuacion (18)

-25

Al derivar la ecuacién (18) se obtiene la ecuacion de velocidad. Esta es util cuando se va a graficar el
movimiento y se ha presentado la situacion que el rebote supera en su ascenso la linea limite L, - L,. De esa
linea hacia arriba la ecuacion vélida es L, = %2 g £ + v, 1 (23), donde v, es la velocidad del saltador al pasar
por la linea limite L, - L,

dLa?i‘“(t) - gmA/K [DE cos (Dt +F) - @w E sen (Dt + F)] (24)
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La velocidad es maxima se presenta en t=0, es decir
cuando comienza la segunda parte del movimiento;
la aceleracion maxima se presenta en el punto
donde L, es maximo.

En las articulaciones de los tobillos del saltador la
tension es igual a la tensién de la cuerda. A medida
que se sube por el cuerpo del saltador la tension
disminuye en proporcion al peso del cuerpo que
gueda por debajo de la articulacién analizada con
respecto al peso total.

Tc =KL, luego Tc = K (ecuacién 18) (25)

La tensién maxima que a la que se someten en
el salto las articulaciones de los huesos del saltador
se puede expresar en términos de su peso. Por
ejemplo si en un salto a una persona de 70 kilogra-
mos de peso se le midio una tensién en la cuerda de
280 kilogramos, se puede decir que fue sometida a
una tensién en los pies de 4mg. Genéricamente se
puede expresar como: Tcmax=nmg (26).

Donde n es el nimero de veces que fue tensionada
una persona en relacién a su propio peso.

El valor de n méximo para un individuo debe ser
sacado de estudios médicos. Probablemente el valor
de n depende de variables tales como: edad, raza,
sexo, estado de salud 6sea y sistemas corporales
complementarios, estado de obesidad o delgadez y
otros. Los ortopedistas y la medicina que estudia
el hombre en el espacio se han ocupado de los
limites del cuerpo humano sometido a grandes
fuerzas de tensién y gravedad.

Reempiazando (26) en (25), se obtiene:

nmg

Esta ecuacion relaciona los paréametros de disefio
L,. Ky n con el parametro de funcionamiento m. El
siguiente paso es encontrar una relacién entre Ly
L, para poder hallar la longitud total L,. El método
a utilizar es el de la energia, el cual dice, que toda
la energia potencial del saltador se convierte en
energia elastica de la cuerda en el punto mas cer-
cano al piso después de saltar, (se desprecia la
fuerza no conservativa de la friccién interna en la
cuerda. Esta simplificacién causa que el L, calcu-
lado por este método sea un poco mayor que el
real de la ecuacion (18). Por seguridad se hacen
los calculos con el mayor L, y se verifica con el
real).

Sea P,: energia en la plataforma
P,: energiaconlacuerdatensionadaal maximo.

E1y =mghy y Es =mghs + %KLz2
Eq1=Es

mghy = mghy + KL

Litly K (28)
12 2mg

Al relacionar (27) y (28) se encuentra una férmula
muy util:

De la ecuacién se puede sacar la gréfica de
trabajo; ésta resulta de la tabulacion de los valores
L,y L,, de acuerdo a la relacion de estiramiento del
cable.

LA, -N

Grafico L2/L1 -n

¥

K= (27)
L, max
GRAFICO
n L2/L1 45
4 J
2.2 5
3,5
25 4 ,
2.66 3
2,5
3 2 ,
3.33 15 vs
4 1 ;
6 0.5 05

2,2 2,5

2,66 3 3,33 4 6
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Para concluir se deben hacer varias observaciones sobre cuerdas elasticas:

1. Son comerciales cuerdas con razones de estiramiento L /L, igual a 0.5, 1, 1.5, 2, 3, 4.

2. Las cuerdas elasticas pueden ser lineales o no lineales. En las lineales (gque son las que se utilizan en
este modelo) sino se excede la razon de estiramiento dada por el fabricante (L,/L,) se cumple que
F. = KL,. En las no lineales o en las que se han excedtdo la razén de estiramiento, la ecuacion de su

comportamlento es similara F, = KL2

3. Elvalor de la constante de elasticidad esta dado para una longitud dado L,. Si se cambia esta longitud, K
cambia; lo ideal es expresar K como funcion de K (constante por metro de cuerda) y L..

Si se toma 1mt de cuerda y se carga con 1kg aumentando su longitud 0.2 mts su K seria 1/0.2 = 5,
donde 0.2 mts es la diferencia entre la longitud final y la longitud inicial; de aqui se deduce que:

K=KIL,

(30)

donde L, no tiene unidades

CUERDA LINEAL Y CUERDA NO LINEAL

b
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CONCLUSION

El juego bungee tiene un modelo matematico y con
este se relacionan los valores en el tiempo de las
variables fisicas L, (t), L(t), dL (t)/dt, dL(t)/dt, d°L (t)/
dt?, d’L(t)/dt? con los parametros de disefio del
juego: L, L, L, L, K, B. y el parametro de
funcionamiento m.

En este punto se tiene suficiente informacién para
realizar un chequeo de un equipo en operacién o
el predisefio de un equipo nuevo. Existen dos
variantes de disefio para trabajar con personas de
diferente peso:

a. Para rangos de peso, utilizar diferentes cuerdas
con misma L, y diferente K.

b. Utilizar siempre la misma cuerda y variar L, de
acuerdo a los rangos de peso.

% Cuerdanclineal  /
80 | o

70 |
60
50
40
30
20
10

En nuestro medio es mejor utilizar el segundo
método.

EJEMPLO PRACTICO

Se desea disefiar un bungee con una altura total
= 60 mts y un L, de proteccion de 10 mts.

Los clientes seran clasificados en pesos de 10 en 10
kilos partiendo de 40 kg a 100 kg maximo. El.factor
n de tensidn méximo para un conjunto homogé-
neo de personas ha sido estipulado en no mayor
de 4. Averiguar la constante K de la cuerda elds-
tica y las diferentes longitudes L, para las
diferentes escalas de pesos, ademas, graficar el
lanzamiento de una persona de 70 kilogramos.
Dato B=28

De la gréfica de trabajo se halla que con n=4.

L,/ L, =1. Siala altura total L, = 60 mts se le resta
el margen de seguridad L, y resulta:
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60-L,=L,+L, ycomoL,=L, entonces
L,=L,=25mts

Reemplazando los datos en la ecuacién (27), se
halla K para el maximo peso;

K=4"100 * 9.8/25 = 156.8 New/mts

Ahora se averigua K por medio de la ecuacién (30)
gue es valor que mayor importancia tiene para poder
comprar la cuerda;

K =156.8 * 25 = 3920 New/mts

Ahora se averigua la K correspondiente a cada peso
entre 40 y 90 kg. Esto se realiza por medio de la
ecuacion (28) y con los siguientes datos:

Lo =50 - Ly
K=K/Ly y m=100

Ly+50-Ly  3920L4
(50 _ L1)2 2*100*9.8

50L4 3920
502 - 100L¢ + L3 200798

1.21 - 125L4 + 2500 = 0

1
Ly = -(125)/2 = [(1252 - 4*2500)/4]/2
L4 =25mts

De igual manera se procede para los demas pesos

PESO m L, L, LJL, n
Kgf Kgs mts mts
100 100 25 25 1.00 4
90 90 2587 | 2413 | 0.93
80 80 26.83| 23.17 | 0.86

70 | 70 | 279 | 221 | 079
60 | 60 | 291 | 209 | 072
50 | 50 | 3048| 1952 | 064 | |
40 | 40 | 3208| 1792 | 056 | 6

De los resultados se aprecia que a medida que m
disminuye L,se debe aumentar, ademds que n
crece hasta 6 en nifios de 40 Kgs de peso. De los
datos del problema ésto no es deseable.

La opcién para no afectar los nifios con n mayores
de 4 es iniciar de nuevo el problema pero por el
menor valor, lo que quiere decir, m = 40 en la
ecuacion (27) da K =62.72 y K = 1568.

Con estos datos en la ecuaciéon (30) se saca de
nuevo la tabla.

PESO| m L, L, |[LL | n
Kgf Kgs mts mts

40 40 |25 | 25 100 | 4
50 50 | 2312| 26.88 | 1.16 | |
60 60 | 21.56 | 28.44 | 1.32

70 70 | 2024 | 2976 | 147

80 80 | 19.09| 30.91 | 1.62

90 9 | 18.09| 31.91| 176 | |

100 100 172 | 328 1.91 3

De la tabla anterior se aprecia que para ios nifios se
cumple la condicién de n< 4 y para los adultos es
aun mas baja la tensién maxima.

Una condicién nueva es que se debe utilizar una
cuerda con K = 1568, con relaciéon de estiramiento
L2/ L =2

Por ultimo se grafica L,(t) y L(t) teniendo en cuenta
los siguientes datos:

m=70 y B=28,

L) =4.9t% donde 0 <t<(2L,/g)'2
TIEMPO L, VELOCIDAD
0 0 0
0.25 -0.31 2.45
0.5 -1.23 4.9
0.75 -2.76 7.35
1 -4.9 9.8
1.25 -7.66 12.25
1.5 -11.03 14.7
1.75 -15.01 17.15
2 -19.6 19.6
2.03 -20.19 19.84
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' GRAFICA MOVIMIENTO 1
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NOTA: De los 20.24 mts en adelante la ecuacién que rige el movimiento es la (18). Con los datos se
resuelven las ecuaciones (17a),(17b),(17¢),(19),(20),(21),(22) y se reemplazan en la ecuacion (18), luego
se grafica ésta en funcion del tiempo.

L, () =10.93 - 21.86 [ €785 ][ sen ( 0.9296 t - 2.599 )]

5
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