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En muchos problemas de aplicaciéon se hace nece-
sario la obtencién de resultados numéricos que,
ademas de ser buenos estimativos de los valores
verdaderos, no impliquen un alto esfuerzo de
computo. En tales casos, se puede estar interesado
en conocer el valor limite del proceso o m¢todo
numérico, cuando el tamafio de etapa h (diferencia
entre valores adyacentes de x, esto es, h =X, - X,
, k=0,1,...,n), se acerca a cero.

El proceso de obtener una estimacion mejorada
para el valor de Integrales, Derivadas, Ecuaciones
Diferenciales, etc., con base en dos o mas aplica-
ciones de una férmula, empleando diferentes longi-
tudes de intervalo, se denomina Extrapolacién, y
uno de los mas conocidos es el de Extrapolacion de
Richardson 6 Aproximacién diferida al limite.

Por mediode la Seriede Taylorpodemos evaluar los
ordenes de los errores en las férmulas numéricas. El
conocimiento de tales érdenes permite estimar
adecuadamente el verdadero valor de las cantida-
des obtenidas aproximadamente.

Supongamos que F (0), valor exacto de algun
proceso, se aproxima por una férmula, en la que el
unico error apreciable es el de truncamiento. Sea F
(h) el valor de la cantidad obtenida con longitud de
paso o de intervalo h. En general, el tiempo de
computo para F (h) aumenta a medida que h tiende
a cero. En un sentido estricto, F (h) es una formula
que proporciona aproximaciones para un valor
verdadero o exacto, en general desconocido o dificil
de obtener.

El errorde truncacion, F (0) - F (h), puede expresarse
en forma proporcional a la longitud de etapa h, como

(1)  F(0) - F(h) = Kih* + O(h%),

con g > p > 0, y enteros; h tiende a cero y p nos
proporciona el grado de exactitud. (En la mayoriade
los casos, g=p+16 g=p+2). La notacién f(t) = O[g ()]
significa que Lim,_ [f (t) /g ()] = ¢, cuna constante
diferente de cero. Esto es,

[F(O) - F(h)] - K1hp

q <¢, ¢>0
h

Es decir, el orden del error de truncamiento de F (h)
es proporcionala hd.

El valor K, = F (0 ) es el numero que deseamos
calculary K, es desconocida.

Si fuera posible remover de alguna manera, el
término hP en (1), tendriamos un error mas pequeho,
es decir, una estimacién mas precisa para F (0 ).

Sustituyendo hporA h,con 0 <A < 1, enla ecuacion
(1), obtenemos una aproximacién nueva y proba-

blemente mas precisa, F (A h), para la cual,
(2)  F(0) - F(h) =K, (Ah)p + O (h9)

Multiplicando (1) por A° y restando de (2) obte-
nemos,

AP[F(0) - F(h)] + F(Ah)-F (0) =0 (h9)

Es decir,

De la cual concluimos,

[AP-1] F(0) = [AP-1] F(h) + F(h) - F(xh) + O (h9)

F(Ah) q

(3) F(0)=K0 = F(h) +

Esta ultima ecuacion se conoce como férmula de

Extrapolacion de Richardson o de Aproximacion
diferida al limite (a medida que h tiende a cero). La
aplicacion de esta férmula se vuelve especialmente

+0(h )
-1

sencilla cuando la longitud de paso h forma una
serie geométrica, ho, A *ho, Aho, ...

Teorema
Supdngase que se conoce la expansién para F(h),
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donde, p, <P, <P, <...,. ¥

(5) F (h)=F(h), F,(h)=F, (h) +
entonces, F,_ (h) tiene una expansion de la forma,

(6) F (h) = ao +

Prueba
Por induccién.

De acuerdo con las ecuaciones (4) y (5), el teorema
se cumple, evidentemente, para n=1.

(k) (k)
a ' - a

K (h) - FK (Ah)

p P o
a(n) h n . a(n) h n+
n n-1

P
A -1

+ ...

Supongamos que se verificapara n = k. Entonces, de
la ecuacién (5) vemos que F,, (h) tiene una expan-
sién que incluye las mismas potencias de h que la
expansion de F, (h). En la expansién de F,,, (h), el
coeficiente de h P es

(k) k k
a +

P
k k
A -1

Asi, el teorema se cumple para n = k+1, y se
completa la prueba.

Este teorema proporciona una manera para calcular,
cada vez, mejores estimativos de a, = F (0) = K,
cuando se tiene una expansién conocida de la forma
de la ecuacién (4).

Resulta evidente que F, , (h) esta determinada por
los k+1 valores,

F,(h), F, (Ah), ..., F, (Ah).
Asi, podemos tormar el siguiente algoritmo:

Se define, param=0,1,2, ...,

A A
p1 p2
ro- 1 A
R
00
r
R R
10 11
r r
R R
20 21
r r
R R
30 31

k
(k) LR
k k

Rno = F(d™hy), y se calculan

R
R "R . m,k-1 m-1, K-1

m,K-1 k
kp -1

parak=1,2,...m

Se acepta el valor R, , como un buen estimativo
de a, = F (0), cuando

IR, - Rn.xl < € siendo € latolerancia o error

K . .
™ permisible.

El siguiente esquema, permite aclarar el proceso:

A
p3

-1 A -1

R
22

R R
32 33
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R - R donde, claramente, p, = 2k. Entonces, en el diagra-

Los r estan dados por —m— m-1. K1 ma anterior, las cabezas de columnas est4n dadas

pk r__A k=1,23,..
A -1 po 2K
2 -1
El caso especial mas comun se presenta cuando es decir, A A A
se toma A = 2, esto es, cuando se tiene una expan- 3°'15 '83 '
sién de la forma
Ejemplo 1.
(7)  F(h) =K, + KN +Kh* +Kho + .., fL?\x)sig’.t;’fente tabla proporciona los valores para
x 0.0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

er 1.000 1.2840 1.6487 21170 2.7183 3.4903 4.4817 5.7546 7.3891

Calculemos (de*/ dx) mediante extrapolacion repetida de Richardson.

Xwl?

Por Series de Taylor, tenemos,

2 3
' h " D__ "
(8) f(x0 + h) - f(XO) = hf (Xo) 3T f (XO) + 37 f (XO) + .,
6 2
h " (XO) haf"'
9 - - =— hf' -
(9 f(x0 h) f(XO) ht (xo) + 57 37 (Xo) +..,
Restando (9) de (8), se tiene,
3
, h "
f(XO+ h)—f(XO— h) = 2hf (X0)+2 T (XO)+...
Es decir,
(10) f(X0+h)—f(x0~h) 2h2
5T =f(X0)+—3!f (X0)+
“Ahora, sumando (8) y (9), obtenemos,
h2 h4
f _ _ — e X -—f””
(X0+h)+f(x0 h) 2f(x0) 22!1 (0)+4! (X0)+
Esto es,
11 f (X h)y-2f(X 2f (X -h 2
(11) (0+ ) (0)+ (0 )—f"(X)+2h (X ) 4
hz - 0 41 o’

Asi, las expresiones (10) y (11) nos permiten ver que tenemos expansiones de la forma

(12) f(X0+h)—f(X0—h )
2h

2 4 6
=ft'(X })+K h + K_ h + K h + ..
0 1 2 3
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Paraelcalculode dy

f(X0+h)—2f(X0)+f(Xo—h)

2 4
= f'(X )+ Kh +K h +..,
2 0 1 2

2
dy

para el calculo de ——, en x = X
dx2 0

En ésta forma, podemos expresar facilmente las cabezas de cada columna para la extrapolaciéon de
Richardson:

Tomando h =1, 0.5, 0.25, en (12},

h F (h) A3 A 115
10 R,=3.1946
-0.1205
05 R,,=2.8330 27125
- 0.0288 3.5333x10 4
0.25 R,,=2.7466 27178 271815

Lo cual constituye un buen resultado.
Ejemplo 2.
Computar Y(1) para la ecuacién diferencial,

d

<

=f(X,¥Y) =Y =-Y+ X+1,

o}
>

con la condicién inicial Y (0) = 1 tomando tamafios de etapa,

h =95 k=1,2324
"k k
2
Calculamos, para cada tamafio de etapa los R

mediante F (A™h,), conh, = 0.25y A =2, utilizando el
algoritmo de Euler,

mo °’

Yn+1 = Yn + hf (Xn,Yn), n=0, 1,
Mediante una expansién en Series de Taylor, encontramos que F(h) puede expresarse en la forma:
F(h)=C,+Ch+Ch2+Ch’+ .,

dado que 5
h oo h
Y(Xn+1)—Y(Xn)_hY'(xn)+aY (Xn)+ﬁY' (Xn)+...

Entonces, el esquema de Richardson es: .
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Esquema

h R AN R A /3 R AT R..

m,0 m,1 m,2

0.25 1.316406

0.019986
0.125 1.336392 1.356378
0.019682 6.46x103
0.0625 1.356074 1.375756 1.3822153
5.983x103 -2.572x103 -2.394x103
0.03125 1.362057 1.36804 1.365468 1.363076

Asi, Y(1) = 1.363076 es una buena aproximacién, con un error relativo del 0.35%, aproximadamente.
Ejemplo 3.

0.8
Computar aproximadamente, | _se::_x dx , empleando Extrapolacién de Richardson.

0
Elaborando una table de valores para f ( x ) = %_l obtenemos,
X f(x)
0.0 1.0000
0.1 0.99833
0.2 0.99334
0.3 0.98507
0.4 0.97355
05 0.95885
0.6 0.94107
0.7 0.92031
0.8 0.89670
: 2
Teniendo en cuenta que Limh 0 _§err11_h = 1, o0 equivalentemente, se;\ h 1+ 0(h )
->
Tomando tamafios de etapa, hk = % k = 0,1, 2, 3 obtenemos, mediante la regla Trapezoidal, y
2
el esquema de Richardson,
h R A /3 R, A N5 R A 163 R,
0.8 0.758680
3.36x10°3
04 0.768760 0.77212
8.34x10°3 -1.6x10°
0.2 0.771262 0.772096 0.772Q94
2.0833x10? 6.66x10® 1.5873x10¢®
0.1 0.771887 0.772095 0.772095 0.772095
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Asi, podemos estimar,

0.8
[ S28X = 0.772095 + 0.000005
0

La aplicacion de la extrapolacion de Richardson a
una férmula de integracién de Newton se conoce,
comunmente, como Integracién de Romberg.

El concepto de la aproximacién diferida al limite se
utiliza con frecuencia en las ciencias experimen-
tales. Por ejemplo, cuando se desea realizar medi-
ciones en el vacio, como la temperatura de un
filamento, lo cual resutta dificil o costoso de obtener.
Puede ser entonces mas practico medir dicha
cantidad para varios valores a diferente presion y
aplicar el procedimiento de extrapolacion. Igual
situacion ocurre con el tratamiento de la teoria
cinética de los gases, donde se emplean expan-
siones analogas a la ecuacion (4).
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