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Aprender es “adquirir conocimiento de algo por el
estudio o la experiencia” y el aprendizaje es el
proceso por el cual se adquieren dichos conoci-
mientos.

El aprendizaje en Matematicas, o el aprendizaje de

las Matematicas, es el proceso por el cual se

adquieren conocimientos Matematicos. Entende-
mos que el término conocimientos Matematicos se
refiere al conocimiento de alguna de las areas que
componen esta ciencia.

APRENDIZAJES EN LOS NIVELES DE
PRIMARIA Y DE SECUNDARIA

Desde muy temprana edad, el ser humano (niﬁo)'

adquiere conocimientos matematicos de una
manera INTUITIVA, por el contacto y observacién
del mundo exterior, sus juegos y pasatiempos. Tal
es el caso de las ideas de numero natural, relacio-
nes de orden, conjuntos finitos, etc. aunque no
tenga el lenguaje apropiado para manifestar estos
conocimientos.

Al llegar a la escuela (quizds antes, si las condi-
ciones son propicias: ayuda de sus padres, por
ejemplo), el nifio es encomendado al “Maestro”
y, con la ayuda de él, empieza a adquirir este
lenguaje y la notacién apropiada. En otras palabras,
el nifo empieza a ORGANIZAR los conocimientos
matematicos que habia adquirido antes de liegar
a la misma. Por ejemplo, aprende a contar y a
representar los primeros numeros naturales
mediante simbolos; a reconocer conjuntos de
cosas concretas; a reconocer algunas figuras
geométricas como circunferencias y cuadrados vy,
lo que es mas sorprendente, adquiere la nocién
intuitiva de sistema numérico. No es nuestra
intencién abordar el “;por qué?” el nifio estd en
capacidad de aprender estos primeros conoci-
mientos matematicos. De ello se han encargado
muchos especialistas en sicologia educativa y
otros expertos; la literatura sobre el tema es
abundantisima. Sin embargo, hablaremos un poco
del “;cé6mo?” se produce este aprendizaje, porque
ello nos proporciona un APRENDIZAJE EN
MATEMATICAS, entendiendo por ello la interre-
lacién ENSENANZA-APRENDIZAJE.

En esta etapa, el nifio, con la ayuda del maestro y
éste, a su vez, con medio y material didactico apro-

piados, aprende por OBSERVACION, ACCION,
ASOCIACION Y REPETICION.

Por ejemplo: para aprender a contar y a repre-
sentar nimeros naturales observa un conjunto de
objetos concretos, ejecuta la accién de contarlos,
asocia el nimero de elementos contados con el
simbolo que representa el nimero y lo escribe;
repite el proceso durante un tiempo determinado
con otros conjuntos y otros numeros (y esto lo
seguira haciendo a lo largo de toda su vida) hasta
Hlegar a hacerse habitual. Durante todo este ciclo
de la ensefianza bdasica primaria, el aprendizaje
se produce, esencialmente del modo descrito
anteriormente, pero de una manera PROGRESIVA
Y ENGLOBANTE: cada vez que se aprende un
elemento nuevo involucra, necesariamente, los
conocimientos adquiridos anteriormente. Todo el
aprendizaje se ha obtenido de manera INTUICIO-
NISTA: Por EXPERIMENTACION Y REPETICION
(aprende jugando) y ello constituye un aprendi-
zaje fundamental en matematicas.

Es de anotar que, en este ciclo, los conocimientos
matematicos se reducen a la nocién intuitiva de
conjuntos finitos, el conjunto de los nimeros enteros
no negativos y su aritmética, el conjunto de los
numeros racionales no negativos y su aritmética y
los primeros elementos intuitivos de la Geometria
Euclidiana. Sin embargo, investigaciones mas o
menos recientes indican que el nifio, a este nivel, ya
puede tener la capacidad de recibir las primeras
ideas intuitivas de topologia general.

En el siguiente periodo de formacién matematica,
que es el de la educacién media (educacién en la
escuela secundaria, se empieza lo que puede
llamarse propiamente “La Educacién Matemaética”,
que se entiende como la adquisicién por parte
del estudiante de una CONCEPTUALIZACION
BASICA de estructuras o sistemas matematicos,
un MANEJO OPERATIVO EFICIENTE Y UNA
CAPACIDAD PARA RESOLVER PROBLEMAS,
que se traduce en habilidades para reconocer
estructuras y relaciones que le permiten llegar a
sus soluciones, como también capacidad de
interpretar los resultados.

Al finalizar este periodo, el estudiante puede reco-
nocer y analizar estructuras, SEGUIR LAS
DEMOSTRACIONES DE ALGUNOS TEOREMAS
de acuerdo con una determinada linea de
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razonamiento, plantear, resolver e interpretar
resultados de problemas relacionados con las
estructuras matematicas estudiadas y reconocer
modelos.

Para adquirir la conceptualizacién basica debe
servirse de la INTUICION y, en parte, de LA
MEMORIA, aunque ésta no es estrictamente
necesaria ya que los conceptos tedricos, unidos
con los otros “habitos matematicos” que se van
obteniendo simultdneamente, hacen que los
primeros sean retenidos con gran facilidad.

Para ganar un manejo operativo eficiente, es
necesario PRACTICAR; esto es, después de haber
observado operar con ejemplos diversos, el edu-
cando resuelve, por su propia cuenta, ejercicios
similares hasta cuando haya obtenido la habilidad
esperada.

En cuanto a la habilidad para resolver problemas,
ella se obtiene con base en el RACIOCINIO y de
la PRACTICA. Nuevamente, al educando se le
ensefia a plantear y resolver problemas que
sirven de modelos y él practica planteando y
resolviendo problemas similares o nuevos que
pueden ser planteados y resueltos con la teoria
disponible. El desarrollo de esta habilidad depende
primordiaimente de la estructura mental de cada
individuo; esto es, depende de la légica que cada
persona maneja y que es exclusiva de la misma.
Algunos trabajos de profesores experimentados
dan pautas que ayudan al aprendiz a organizar una
I6gica que lo conduzca a la solucién de algunos
problemas, pero no hay reglas generales conocidas
que permitan, a cualquier estudiante, adquirir
sistematicamente esta habilidad en el nivel que
estamos discutiendo.

Seguir la demostracion de algunos teoremas signi-
fica, en primer lugar, reconocer la hipdtesis y la
conclusién o tesis de los mismos. En segundo
lugar, sequir un argumento, mediante la aplicacion
de alguno de los métodos de demostracion cono-
cidos, dados por la légica de enunciados y sus
reglas de inferencia.

En este nivel, los teoremas que el estudiante
demuestra son proposiciones cuyos argumentos no
son sofisticados, sino que son de una simplicidad
que permite al estudiante seguir la demostracion
sin dificultades, en el sentido de que pueda repro-
ducirlas mediante el ejercicio de su propio razo-
namiento légico, en lugar de ser memorizada. No

cabe duda de que la MEMORIA juega un papel
importante para obtener esta destreza pero ella
debe ser de car4cter secundario. En la obtencion de
este “habito matemdtico”, es de primordial impor-
tancia el uso de la LOGICA INDIVIDUAL y del
RACIOCINIO. Con la destreza del profesor, clarifi-
cando cada paso de la demostracién y, luego,
reproduciendo el educando, por su cuenta, el
argumento con las justificaciones necesarias,
FRUTO DE SU PROPIO RACIOCINIO, se llega a
conseguir tal habilidad.

En resumen, en la etapa de la educacién media, el
aprendizaje en matematicas se obtiene primordial-
mente, por la PRACTICA y el RAZONAMIENTO
LOGICO. LA MEMORIA juega un papel secun-
dario.

APRENDIZAJE DE NIVEL UNIVERSITARIO -
PREGRADO

En la etapa universitaria, a nivel de pregrado, que
es la etapa de FORMACION MATEMATICA y que
es la que mas puede interesar al lector, es nece-
sario distinguir dos clases de estudiantes en la
educacién tradicional: aquellos que utilizan la
matemaética como herramienta, en el sentido de que
los conocimientos o habilidades matematicas
sirven de soporte a otros cursos del curriculo,
distintos de los cursos de matematicas propiamente
dichos o en el ejercicio de su profesion. Este es el
caso de los estudiantes de Administracion, Inge-
nieria, Economia, Biologia, etc. y que constituyen
la gran mayoria de la poblacién estudiantil univer-
sitaria.

Los que, por vocacion, han elegido una carrera de
matematicas y que estudian la “matematica por
la matematica” y para quienes las aplicaciones
situadas por fuera de la matematica misma son
de cardacter secundario.

Es necesario hacer la distincién anterior porque
los aprendizajes de las matematicas son diferentes
para estos dos grupos.

Sin embargo, los dos grupos tienen una cosa en
comun, que se refleja en los planes de estudio
respectivos y que son los cursos basicos de mate-
maticas comunes para todos los estudiantes
universitarios de las carreras mencionadas ante-
riormente.

Estos cursos son:
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= Algebra clasica, conjuntos y trigonometria.

« Calculo Diferencial e Integral y Geometria
Analitica.

»  Ecuaciones diferenciales.

*  Geometria Euclidiana.

» Algebra Lineal.

La conceptualizacién del primer curso, comun-
mente llamado en nuestro medio, matematicas
operativas, es conocida (bien 0 mal) por el estu-
diante que ingresa por primera vez a la universidad,
como fruto del aprendizaje adquirido en las etapas
anteriores. Por lo tanto, solo se requiere una revi-
sién rapida de los conceptos fundamentales tanto
por parte del docente como del alumno.

Toda la atencién se centra en la MECANIZACION
del manejo de operaciones algebrdicas y trigono-
métricas, la cual consigue el alumno, resolviendo
muchos ejercicios con “papel y lapiz” hasta cuando
el proceso se convierte en algo razonablemente
habitual.

Dado que, en todos los demds cursos de matema-
ficas basicas, el estudiante necesita “operar”
eficientemente, entonces la HABILIDAD OPERA-
TIVA PLENA se alcanzara al finalizar la etapa de
su formacién matematica basica.

La segunda area, Calculo diferencial y Geometria
Analitica, estd formada por una secuencia de
cuatro cursos, cada uno de los cuales se apoya
completamente en el anterior y todos, a su vez,
presuponen de una razonable habilidad operativa.
Ellos son:

Célculo diferencial de funciones de una variable
real y Geometria Analitica del plano.

Caélculo integral de funciones de una variable real.
Algebra de vectores del plano y del espacio. Célculo
diferencial e integral de funciones vectoriales de
una variable real.

Caélculo diferencial e integral de funciones de
varias variables, geometria analitica del espacio,
sucesiones y series infinitas.

Ecuaciones diferenciales ordinarias.

Los parrafos anteriores describen, esencialmente,
los contenidos de los cursos que, tradicional-
mente, se conocen en nuestro medio como los
cursos de “cédlculo” y que, salvo la omisiéon o

adicion de algunos temas especiales, hacen parte
del curriculo de las carreras de ingenieria, econo-
mia, administracion, contaduria, estadistica, fisica.
etc.

La estructura del célculo y la geometria analitica
estd compuesta por los siguientes elementos
esenciales:

«  Definiciones

+ Teoremas

+ Interpretaciones geométricas.

+  Manejo habilidoso de operaciones.

»  Planteamiento, solucién e interpretacion de
resultados de problemas de aplicacién.

La formulacién de las definiciones requiere, por
parte del docente, de una gran habilidad para
MOTIVARLAS previamente. Una manera de
conseguirlo, consiste en exhibir una serie de
ejemplos seleccionados de antemano, preferible-
mente, acompafiados de graficos ilustrativos, de
tal forma que el estudiante tenga en su mente una
idea clara de lo que se quiere definir. Después de
este proceso se formula la definicién correcta y
se procede a mostrar otros ejemplos que ilustren
la definicién o discutir los usados anteriormente a
la luz de la definicién formulada. Obviamente, todo
el proceso requiere del buen manejo por parte
del docente, de ‘tiza y tablero” aunque, eventual-
mente, pueden utilizarse otras ayudas de instruc-
cién como acetatos, filminas, etc. Si la definicién
se formula sin que haya una motivacién previa, lo
mas probable es que el estudiante tenga una gran
dificultad para asimilaria.

Esto ocurre, por ejemplo, con la definicion de
limite de una funcién real de una variable real, la
definicion mas importante del calculo, o las defi-
niciones de continuidad y de derivada.

El aprendizaje lo completa el alumno, resol-
viendo los ejercicios de aplicacién que se proponen
en los materiales de ensefianza escogidos.

Con referencia a los teoremas, los hay de dos
clases: estructurales y de deduccién de formulas.

Los teoremas estructurales son aquellos que
sirven de soporte a la teoria propiamente dicha.
Tal es el caso del teorema fundamental del calculo,
el teorema del valor medio para derivadas, el de
expansion de funciones en series de Taylor, para
mencionar algunos ejemplos representativos.
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Todos estos teoremas deben ser demostrados por
el docente y, como en el caso de las definiciones,
deben ser motivados antes de su formulacion,
seguida de una interpretacién geométrica, su
demostracién y aplicacién a ejercicios concretos. El
estudiante debe memorizar sus enunciados
exactos y aprender sus demostraciones ayudado
por las interpretaciones geométricas y resolver
los ejercicios que se proponen en los materiales
de apoyo.

Los teoremas que consisten en la deduccién de
férmulas y, dado que la mayoria siguen una
misma linea de razonamiento, predominantemente
de tipo operativo, el docente deduce aquellas que
presentan algunas variantes nuevas, dejando las
demas como simples ejercicios adicionales que el
estudiante debe resolver por su cuenta. El educan-
do, por su parte, mecaniza las férmulas mediante
la solucién de los ejercicios correspondientes y
es aqui cuando el alumno pone en practica sus
habilidades anteriores y adquiere nuevas.

La parte mas compleja y que es la de mayor
importancia desde el punto de vista practico, es
la del andlisis, planteamiento y solucién de un
problema de aplicacidon de cualquier drea de la
matematica, bien sea dentro de la misma o fuera
de ella.

No existe un procedimiento sistematico conocido
que permita resolver cualquier problema, debido
a que cada situacién requiere ser analizada desde
varios puntos de vista que dependen, entre otras
cosas, del conocimiento que se tenga del area en
la cual estqd enmarcado el mismo, el reconoci-
miento del area de la matematica que es aplicable
a la situacion, de la l6gica individual del que lo
resuelve, etc. Podemos decir que SE APRENDE
A RESOLVER PROBLEMAS RESOLVIENDO
PROBLEMAS.

En el proceso ensefanza-aprendizaje de esta
habilidad, el método que debe utilizar el docente
es el método que se conoce como PROBLEMICO
O POR DESCUBRIMIENTO:

El docente presenta un problema. Con la inter-
vencién de los estudiantes, selecciona variables
importantes que intervienen en él y plantea rela-
ciones o funciones que ligan las variables con los
datos que se tienen a la disposicién. Se aplican
las técnicas necesarias extraidas del cdlculo
hasta llegar a una solucién. Finalmente, se analizan

los resultados para verificar si tienen validez
real.

Resulta efectivo empezar con un probiema simple
¢ ir presentando otros con grados de dificultad en
orden ascendente y diversificados y de 4areas
conocidas por todos los estudiantes. Estos proble-
mas “modeio”, orientan al estudiante para resolver
los problemas que los materiales de ensefianza
proponen y que debe resoiver por su propia
cuenta.

El proceso ensefianza-aprendizaje de la geometria
Eudiana es muy peculiar. Por un lado, se tienen
modelos INTUITIVOS muy importantes, como son
los objetos que nos rodean y con los que estamos
familiarizados completamente, que hacen que la
labor docente se facilite en cuanto a la ejemplariza-
cion de los conceptos bdsicos se refiere y que el
educando aprende con gran facilidad.

Por otro lado, es el primer curso “formalizado” con
que se encuentra el estudiante; es decir, donde el
estudiante TIENE QUE APRENDER A DEMOS-
TRAR ya que su estructura fundamental descansa
en sus teoremas y consecuencias (corolarios) y, si
bien laintuicién juega un papel importante, ello no es
suficiente y es necesario el uso de la légica y de!
raciocinio.

En esta drea de la matematica es imprescindible,
ademas, desarrollar una buena habilidad para el
DIBUJO (geométrico). Esta habilidad se requiere,
no solamente para la ilustracién de los teoremas
y aplicaciones, sino también para sacar “las cons-
trucciones” con regla y compas que son parte
integral del curso.

Un docente “efectivo” de geometria debe tener la
cualidad de ser un buen dibujante de figuras
geométricas ya que cada teorema, aplicacién o
construccién requiere de una buena figura como
punto de partida y la adicién de algunas lineas
auxiliares en sus demostraciones. Naturalmente
que el docente podria utilizar medios visuales para
el efecto (acetatos, por ejemplo), pero se perderia
gran parte de la motivacién, ya que la expe-
riencia nos ha demostrado que al estudiante le
agrada que su profesor muestre ante elios que
posee esta habilidad que ellos deben adquirir.

Para que los estudiantes “aprendan a demostrar”,
es necesario que el docente demuestre, con la
participacion de ellos preferiblemente, los teoremas
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principales, dejando las aplicaciones, que son
nuevos teoremas y que deben demostrarse, a
cargo de los mismos. Por lo tanto, el método de
ensefianza que parece ser mas efectivo es una
mezcla de los métodos EXPOSITIVO ABIERTO Y
PROBLEMICO.

El aprendizaje se produce demostrando proposi-
ciones propuestas como ejercicio, teniendo como
modelos las demostraciones vistas en el aula y
utilizando su propio raciocinio.

Es importante destacar que, cada vez que el estu-
diante se enfrenta con una demostracién o
aplicacién especifica, debe elaborar un PLAN DE
ACCION que puede escribirse en forma de algo-
ritmo (pasos que se deben realizar en un orden
especifico para obtener un objetivo), con palabras
usuales de nuestro vocabulario cotidiano y en el
cual se ha verificado casa paso en cuanto a fact-
ibilidad se refiere. Este plan de accién esta prece-
dido generaimente, de UNA TORMENTA DE
IDEAS, que consiste en ir detectando los datos o
hipétesis, segun el caso, colocandolos en la figura
correspondiente y deduciendo, sobre la figura que
se esta usando, nuevos datos que se van agre-
gando, paso a paso, hasta llegar a la conclusién
si se trata de un teorema o a la solucion si es una
aplicacién. Una vez elaborado el plan, se procede
a formalizar, con lenguaje matematico, la demos-
tracién o el proceso de solucién de la aplicacién
correspondiente.

Los demas cursos de matematicas, distintos de
los cursos bésicos, que en nuestro medio se
conocen con el nombre de mateméticas espe-
ciales, requieren de la especializacion de los
contenidos de los programas, en concordancia con
el “perfil” del profesional o “producto final" que
se desea obtener.

Podemos encontrar, entonces, matematicas espe-
ciales para administracion y contaduria (ingenie-
ria econémica), para ingenieria civil, de produccién,
de sistemas, matematicas para la fisica; econo-
metria para los economistas, etc.

Estos son cursos, mas bien de aplicaciones de
las matematicas a otras disciplinas que de mate-
maticas propiamente dichos. La docencia y el apren-
dizaje de éstos se centra, primordialmente, en la
formulacién de modelos extractados de otras
ciencias y no estan revestidos de dificultades
mayores en el proceso de ensefianza-aprendizaje,

debido a que, tanto el docente como el educando,
tienen las herramientas basicas necesarias, por
un lado, y la aptitud hacia la especializacién, por
el otro.

Finalmente, los cursos de matematicas especiales
para matematicos son cursos de matematicas que
sobrepasan los cursos de matemaéticas basicas y
que son disefiados con el propésito especifico
de ensefiar y aprender las matematicas por las
matematicas mismas. El proceso de ensefianza-
aprendizaje de estos cursos no reviste dificultad
alguna por parte de los docentes ni por parte de
los estudiantes, porque, tanto los unos como los
otros, tienen la motivacién y las aptitudes nece-
sarias para culminarios con éxito.

REFLEXIONES

El aprendizaje de las mateméticas bdsicas se
genera y se adquiere por la necesidad que tiene el
ser humano de una herramienta de trabajo para
resolver los problemas que se presentan en su
vida cotidiana o profesional y como se ensefia y
se aprende un lenguaje cualquiera que, en este
caso, es el LENGUAJE UNIVERSAL de la ciencia
y la tecnologia.

Para los profesionales distintos a los matema-
ticos es un lenguaje de caracter universal para
aprender y hacer ciencia y para estos ultimos, para
recrearse con la belleza y elegancia de sus méto-
dos y procedimientos.
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