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Resumen

Uno de los aspectos centrales en muchas investigaciones en
diferentes campos cientificos —ingenieria, medicina y economia—,
se relaciona con la construccidon de modelos que representen de
manera adecuada el proceso generador de datos para una variable
temporal que recoge informacion sobre la confiabilidad, sobrevivencia
o duracion. El trabajo realizado en este aspecto se hizo con base en
la metodologia que extiende los modelos tradicionales de regresion,
utilizados por Cox y Stute en el analisis de sobrevivencia, para incluir
en su especificacion el efecto de una covariable temporal. Tal analisis
se recoge en forma no paramétrica. La parte relevante del estudio lo
constituye la forma como se trata el efecto que una variable temporal
ejerce sobre la variable asociada con la sobrevivencia. Ademas,
los resultados de Cox, Stute y el modelo de tasa acelerada de falla
(AFT) devienen en casos particulares del modelo de regresién parcial
censurado.

Use of partial censored regression models:
A survival data application

Abstract

A central aspect in research in several scientific fields, such as
engineering, medicine and economy, is the construction of models that
adequately represent the data generating process for a temporal variable
that gathers information regarding reliability, survival or duration. The
present work was based in a methodology that extends the traditional
regression models used by Cox and Stute in survival analysis, including
in their specification the effect of a temporal covariable. The analysis is
non-parametrically gathered. The relevant aspect of this work is the form
in which the temporal variable effect on the survival variable is treated.
Furthermore, the results from Cox and Stute and the Accelerated Failure
Time (AFT) model become particular cases of the partial censored

regression model.
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Introduccion

n diferentes campos cientificos como
economia, medicina, ingenieria y bio-
logia, uno de los objetos de estudio
esta asociado con la modelacién de
alguna variable que hace referencia a la duracion,
sobrevivencia o confiabilidad. A través de la historia
se han realizado multiples estudios relacionados con
la sobrevivencia de personas, animales, duracion de

una maquina, de una huelga o de un componente,
etc. Todos esos estudios tienen en comun que la
investigacion esta centrada en el analisis de la
variable duracion o sobrevivencia. Ejemplos de este
tipo de fenémenos son el tiempo de sobrevivencia
de un individuo desde que se le diagnédstica una
enfermedad hasta que muere, tiempo de duracion
de un componente de un dispositivo electrénico
hasta que falla, duracién de una huelga, etc.
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Un aspecto fundamental a tener en cuenta en estos
procesos esta relacionado con el tipo de datos
utilizados, en los cuales, por su misma naturaleza,
esta presente la censura, ya sea por la muerte,
falla, desaparicion de los individuos u objetos de
estudio.

El tiempo de duracién o de sobrevivencia tiene la
misma connotacion en ingenieria, donde se maneja
con el nombre de confiabilidad; en medicina se le
conoce como sobrevivencia, y en economia se
denomina duracion.

Una primera aproximacion a la modelacion de este
tipo de procesos esta relacionada con el ajuste
de una distribucién teérica de los datos. Entre las
diferentes distribuciones tedricas se encuentran
la binomial, gama, poisson, weibull y exponencial.
El analisis que se hace de esta informacion se
enriquece sustancialmente si se complementa
con otros procedimientos que recurren a nuevos
enfoques para modelar este tipo de fendmenos.

En tal sentido, es natural pensar que el tiempo
de duracion puede depender de otras variables
que ayuden a su explicacién; en consecuencia,
Cox (1972) utilizé un modelo que llamo de riesgos
proporcionales (PH) para modelar su proceso
generador. En dicho modelo se tiene una limita-
cion: debe cumplir con

los supuestos de riesgos 5

proporcionales, con las
consecuencias que esto
conlleva, aunque tiene
la ventaja de que no
se necesita conocer la
distribucion de los datos.

10

El modelo de tasa ace-
lerada de falla (AFT),
propuesto por  Stute
(1999), nonecesitaasumir
riesgos proporcionales ni
una distribucion para el
tiempo de sobrevivencia, -'? u
haciéndolo mas amigable
yconbuenaspropiedades
estadisticas. A5 A0 .5

Este nuevo enfoque aparece en los trabajos pione-
ros sobre regresion parcial censurada, realizados
por el doctor Vicente Nufiez Anton (Nufiez-Antén &
Orbe, 2004; Orbe, Ferreira & Nufiez-Anton, 2002 y
2003; Orbe & Nuiez-Anton, 2006), en los cuales
los modelos de Cox y Stute resultan ser casos
particulares ya que no requieren los supuestos
de riesgos proporcionales o el conocimiento de la
distribuciéon para la variable duracion y, ademas,
de su especificacion se puede conseguir la repre-
sentacion funcional de dichos modelos.

Bajo tal perspectiva, el objetivo central de este
articulo estd relacionado con la presentacion y
aplicaciéon de los resultados mas recientes que se
han obtenido para modelar este tipo de fenédmenos,
entre los cuales un aspecto fundamental lo
constituye el hecho de recoger el efecto que sobre
la variable de sobrevivencia ejerce una covariable
cuya informacion es temporal.

El articulo se compone de seis apartados, ademas
de esta introducciéon. Una sintesis del modelo de
regresion parcial censurado, seccion donde se
abordan desde el punto de vista te6rico y matematico
los modelos ya conocidos y se hace un resumen
de los aspectos mas importantes de los mismos y
una breve mencién de los modelos de regresion
parciales censurados y las referencias utilizadas
para su construccion. El siguiente hace referencia a
la estimacién del mode-
lo propuesto. Poste-
riormente, se presenta
el caso de aplicacion
y, enseguida, se hace
la descripcion del pro-
blema, para luego
pasar al analisis de los
resultados  obtenidos.
Por ultimo, se recogen
las conclusiones de la
- investigacion, a la vez
que se muestran las
puertas para futuras
investigaciones que, a
= criterio de los autores,
quedanabiertasdespués
de la realizacién de este

15 estudio.
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Modelo de regresion parcial censurado Donde:

Los modelos que se agrupan bajo el concepto de X, .: Matriz con las observaciones de las varia-
regresion parcial censurado extienden y generalizan bles que se consideran paramétricas en la
las metodologias desarrolladas por Cox (1972) especificacion

y Stute (1999). Uno de los aspectos centrales y

mas importantes de este tipo de modelos es que h : Esuna curva de suavizacion spline cubica
permiten capturar la dinamica que sobre la variable

duracién ejerce una covariable cuya informacion es ~ Znxt : ES €l vector con la informacién de la variable
una serie de tiempo. no paramétrica

La especificacion relacionada con este tipo de IBPX1 : Vector de parametros

procesos es:
Y, = Xip+hlZ;)+< [1]

Estimacion de los parametros en el modelo propuesto

A partir de la especificacion [1] se resuelve el problema de optimizacidén que permita encontrar estimaciones
para 3y h.
n n -
min 3, &2 = min 3. [v; - X;p-n(Z;)]* 2]
MR- L0 L A

El procedimiento anterior no es directo debido a la forma como se considera h.

El procedimiento de solucién considera inicialmente la suma de cuadrados ponderada:

n
Sw (p.h)= _l1wr'n[‘ff - Xip-hizp)? +aflp(2) ez &
oo
La expresion:
n
&

Win[Y; - XiB - hizj)]? 4]

F=1

Se puede escribir en forma ordenada asi:
n_ 2
%mﬁmwwmmﬂ 51
=

Y en forma matricial como:

é Wi, [Y[,-] - X[j|B-h(Z][j] }]2 = (Y-xp-nNa)Y W (y-Xxp-nn) 6]

El vector h contiene los valores h(s;) para los distintos valores ordenados 5q< 53 <53 <...< 5y, de la
covariable Z.

La conexion entre 51«83 <83 <. <84 y 21 <Z3 < <Z3 <..<Z,se da a través de las componentes
de la matriz N de orden nxd, la cual asigna los valores respectivos de la covariable Z para el i-ésimo
individuo, es decir,

N = .| 1 s zj=5
¥ 10 enotrocaso

Para la suavidad se recurre a la integral para el cuadrado de la segunda derivada, entonces la combi-
nacion de ambos términos puede ser utilizada para minimizar las ponderaciones de la expresion de
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minimos cuadrados que, escrita en forma matricial, seria asi:
Swph)= (Y- xp-Nn) w(y- Xp-Nn)+al[h(z)]?dz [7]

Para minimizar S,(8,h) se pueden considerar dos pasos: primero, se minimiza h(s; para j=1,2,3,...,d,
segundo, se minimiza el resultado, a partir de iterar varias veces entre S y h.

El problema de minimizar u_[[h"l[z]J‘?dZ esta sujeto a la interpolacion, dados los puntos h(s)), lo cual
produce una spline cubica con nodos {s;}.

El grado de suavidad esta determinado por «, el parametro suavizador. Grandes valores de a producen
curvas suaves, mientras pequeiios valores producen curvas mas inestables. Dado « > 0, la solucion que
minimiza la ecuacion anterior es una spline cubica. Una funcidon con nodos en &4 < §2 < §3 < ... < 54. Estos
son consecuencia matematica de la seleccién de « [ [h" {z}JEdz que es el término penalizador.

Cuando se aproxima a cero, el término penalizador pierde importancia y la solucion tiende a la spline cubica
que interpola los datos, es decir, es tal que fi(Z [FJ]' = Y{,—] - H’[,‘Iﬁ o el promedio, si estan enlazadas. Sin
embargo, cuando « es lo bastante grande, el término penalizador domina y asi se obtiene la solucién de
los minimos cuadrados ponderados para el modelo lineal, es decir, la solucién provee una funcién lineal
para h(-). En la practica, los valores de a pueden ser seleccio-nados usando el criterio de los data-driven.

Si se va a utilizar un método empirico, se maneja el método de validacion cruzada y este seria el criterio
para el analisis.

Si se utilizan las propiedades de las splines cubicas, la integral se puede calcular como ah"kh; donde k es
una matriz cuadrada de orden d que se calcula como lo hacen Green y Silverman (1994); solo depende
de la localizacion de los nodos. La matriz h se encuentra como se calcul6 antes. Asi, la minimizaciéon del
problema se puede escribir de esta forma:

Sy p.h)=(Y- xp-nn)T w(y- xp

Por simple inspeccién o completando cuadrados,
la ecuacion [8] se minimiza cuando 8 y h satis-
facen la ecuacion matricial:

(8o

XTwx XTWwnN
NTWX NTWX + ak

[9] forma un sistema de p+d ecuaciones que se
puede reescribir como un sistema de ecuaciones
simultaneas:

a) XTWXB = XTW (Y - Nh)

[10]
b) (NAW + ak)h = NTW (Y - XB)

Donde:

X : Matriz de informacion paramétrica

Y : Matriz de sobrevivencia

N : Matriz de nodos coincidentes

W: Matriz de ponderaciones Kaplan Meier

Nh)+ ahT kh [8]

Los detalles formales de estos procesos aparecen
en la tesis de maestria de Herrera Mejia y Jiménez
Gomez (2008).

En el sistema de ecuaciones [10], la ecuacion
a) dice que si h es conocida, se puede encontrar
(Nh); = h(s;) para Y; y estimar § por una ponderacion
de la regresion de los minimos cuadrados de las
diferencias. Similarmente, si f es conocido, la
ecuacion b) se ajusta a la suavizacion de una spline
cubica para las diferencias Y, - XJ.' i

La unicidad en la solucion se da porque

1) W es diagonal, con elementos no negativos y
ademas es una matriz simétrica

2) Las columnas de X son linealmente inde-

pendientes

3) No hay combinaciones lineales de X igual a
una forma lineal 8, + d,Z.
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En la practica, se pueden obtener estimadores para
By hiterando las dos ecuaciones anteriores hasta
alcanzar una convergencia deseada; esto se puede
lograr, por ejemplo, haciendo uso del algoritmo de
backfitting.

Las condiciones 1 y 3 también garantizan la con-
vergencia del algoritmo. Esta convergencia es
bastante rapida en muchas situaciones.

Caso de aplicacion

Debido a la poca disponibilidad de este tipo de
informacion en Colombia, los datos empleados
para el estudio se tomaron de una base registrada
en University of Massachusetts'.

El tamario de la muestra fue de 1.000 observaciones
con nueve variables, de las cuales se utilizaron
siete. Su definicién aparece a continuacion:

id; : Identificador para el paciente i. i = 1,...., 1.000.

Y; : Numero de dias de seguimiento para el paciente
i.i=0.5,....,, 180.

Xi;: Numero de dias que el paciente i es sometido a
la revascularizacion.

Xy Ahos que tiene el paciente al momento de
ingresar al hospital entre (28 y 96 afios).

Xjz;: Variable dicotoma que toma los valores 1, si el
paciente i presenta desviacion con respecto al
segmento ST en el electrocardiograma; 0, si no
presenta tal desviacion.

X,i: Variable dicétoma. 0, si el paciente i muere du-
rante el seguimiento; 1, si el paciente no muere.
Xsi: Numero de dias de permanencia del paciente /

en el hospital: i = 0,.., 52.

En concordancia con la teoria presentada se tiene:
Y: Variable asociada a la sobrevivencia.

1 La base de datos se puede consultar en www.outcomes-
umassmed.org/grace. También se encuentra disponible en ftp//
ftp.wiley.com/public/sci_tech_med/survival Global Registry of
Acute Coronary Events (GRACE). Fue facilitada por el doctor
Frederick Anderson, Jr., director del Center for Outcomes
Research (COR), University of Massachusetts, Worcester.
Nombre: Global Registry of Acute Coronary Events Data
(grace1000.dat)

Xi, X5, X5 : Estas son las variables cuyo efecto se
recogera en forma paramétrica.

Xs: La variable cuyo efecto se recogera en forma
no paramétrica. Esta variable esta relacionada
con el eje central del articulo; con ella se captura
la dinamica que ejerce X5 sobre la variable de
sobrevivencia Y.

La especificacion general del modelo [1] es:
Yi=Xip+h(Z)+ei

En este caso particular, la especificacion propuesta
es:

Ln(Y) =Bo + B1 Xy + BoXo + X3 + € [11]

1. =, 4. son las estimaciones de los parametros
asociados a las variables que el modelo recoge en
forma paramétrica.

La estimacién de este tipo de modelos presenta
resultadosasociadosconlacomponente paramétrica
y también con la componente no paramétrica.

1. En relaciéon con la parte paramétrica, las esti-
maciones obtenidas en su respectivo orden
fueron:

Betas para alfa =5
A= 0.0220, 3, = 00253, ;= —0.0995

Betas para alfa = 10

B, =0.0220, 8, = 00253, ;- —0.0995

La parte paramétrica presenta valores que son
robustos para el parametro de suavizacién deter-
minado por alfa. Esto se puede observar ya que
la estimacion de los betas no cambia para valores
diferentes de alfa, es decir, los valores de los betas
son estables (se manifiestan solo para dos valores
de alfa). Se puede notar también que un incremento
de una unidad en el tiempo de revascularizacion
incrementa en 0.022% dias el tiempo de sobre-
vivencia, lo cual indica que la revascularizacion
afecta de manera positiva la sobrevivencia.

Estos resultados también muestran que la edad
afecta positivamente la sobrevivencia, hecho que
solo es cierto de manerarelativa, ya que después de
determinada edad es de esperar que esta variable
influya en forma negativa para la sobrevivencia.
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También se puede observar que para un incre-
mento de una desviacion entre la onda Sy la onda
T en el electrocardiograma, existe una disminucion
de 0.0995% en los dias de sobrevivencia, lo cual
indica que las desviaciones en este segmento
afectan de manera negativa la sobrevivencia.

2. En cuanto a la componente no paramétrica,
cuya informacion es capturada por h(z) y que
muestra la dinamica de X, (nUmero de dias
de permanencia en el hospital) sobre Y, su
comportamiento se recoge en forma grafica en
la figura 1.

Las dos graficas permiten observar un patron
creciente en el tiempo de sobrevivencia cuando el
tiempo maximo de permanencia en el hospital es
de 20 dias. A partir de este valor, la permanencia
no incrementa la sobrevivencia y el fendbmeno
analizado tiende a seguir su proceso natural. Que
la influencia de X, sobre la sobrevivencia se vea
reflejada en una curva y no en un valor numeérico
constituye un aporte relevante para la modelacion
de procesos de duracion. Este es un aspecto
fundamental que permite enriquecer y extender los
analisis tradicionales que usualmente se realizan
con este tipo de informacion.

Figura 1. Comportamiento de la componente no paramétrica
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de la variable X5.

variable X, ejerce sobre la sobrevivencia.

especificacion.

El caso de estudio que se ha presentado extiende el analisis de sobrevivencia tradicional. En este,
solo se consideran ajustes de distribuciones de probabilidad o analisis de regresion, en los cuales se
recogen los efectos de las covariables en forma paramétrica a una nueva dimension. Aqui, ademas, se
incluyen, de manera especifica, las nuevas variables que aportan informacion relevante para el analisis
de sobrevivencia. Lo anterior permite mostrar el efecto que, en general, las variables relacionadas con
el tiempo pueden ejercer sobre la variable de sobrevivencia, tal como se aprecia en el comportamiento

La parte relevante y diferente de este trabajo lo constituye la forma como fue recogido el efecto que la

Los resultados tradicionales —Cox, Stute y el AFT—, aparecen como casos particulares en esta
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El tratamiento computacional asociado con el modelo propuesto no requiere de software especiali-
zado para el procesamiento de la informacion; las estimaciones que se presentaron fueron
implementadas en Matlab.

Ahora bien, con ese mismo propésito se puede explorar la utilizacion de suavizadores del tipo Kernel,
modelos Arima y otros tipos de Splines en trabajos futuros con los cuales se pretenda recoger en forma
no paramétrica la informacién de la variable temporal.
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