
90 REVISTA ��������	
	����������������������� |�������	
����	���	
���	���	�����

REVISTA ��������	
	�����
����������������������������������

� 	 � 	 � �  � � � � � � � � 	 � ! � �  � � � 	 � � � � � � � " � � # � 	 � � ! �  � � � � � $ � � 	 � � � �  	 � � � 	 � � 	 � � � � �

�
�����
�����!��
�
���"��#�$
Doctora en Ciencias Matemáticas, 
%	&	��	��'	�!��!�	�����	�(	��!)�*+)�!)
�-#."/�
�!0��	12	!3��	�����

Solución de la ecuación de Stokes 
�������	
	�	�����������������
��	���

Resumen
-)�	� !��4����� 	5���	� ��!� )������� !���5�!�!� �	� ��� �����	�!� �	�
6�7���	�8��9	)������	����	���:������	� ��)�	�	�	���)�3���)
�����
	�	�	���)���!���+�	��)��	�������)�;�$�����)��<!�!�	����	����	)��;�
	����)����	)��)	����1!�	�����0�!�!�="'>��!�!�	������	)�
�)	��	����	�
!��!����0�!�!����	��?#/@#*�

Solution of the Stokes equation using 
the quadrilateral finite element method
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	�������������	�
element method with 4 node and 8 node quadrilateral elements. GID is 
used for pre and post processing and the main process is programmed 
in MATLAB.
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1. Introducción

L

�	)�	� ��)� !H�)� ��
� ;� )	� ��	)��!� ���� �	�!��	� )��
���	�	��!����������!���!������	��3���	�&!���!��
el estudio de este problema a quien se inicia en el 
	)����� �	� ��)� 	�	�	���)� 3���)
� ��� I�	� !� )�� �	1�
le permitirá al lector abordar de forma rápida los 
��!�!7�)��	�	��	)�!��	)��	����!��)�

El contenido del artículo se desarrolla en tres 
)	����	)��	���!����	�!�)	���!��	!��!��)��	�1!����
�	�������	�!��	�8��9	)�����	�	�	���)�3���)>�	���!�
)	0���!�)	��	�!��!�;�	7	���3�!��!����	�	��!����
�	�� ���	��� �	� 	�	�	���)� 3���)� ���� 	�	�	���)�
��!��+���)
�;�	�� �!�J���!�)	�����)	���	)	��!�	��
código utilizado en la implementación computacional 
del problema con el uso de los programas GID y 
?#/@#*�

2. Planteamiento y discretización del 
problema usando elementos finitos

-��	)�!�)	�����)	��	��	��!��!�&�����!�����	��6�7��
�	� 8��9	)� ;� )	� ��!��	!� 	�� ���	��� 	�� 	�	�	���)�
3���)��!�!�	���!)�����	�)��!��

Sea � � R� el dominio del problema, � un 
!�	���
�!���!���;�&����	�!����0��!���(��)�	�!��	��
�����	�!���+)����	�8��9	)
�	����!�����	�!�	��6�7��
�	����6�����)��)��	� ���mpresible en �, y está 
�	0��������!)�)0�	��	)�	��!���	)�

a aplicación del método de los 
	�	�	���)�3���)�!��!�)����������:�
��!� �	� �!)� 	��!���	)� �	� �!�	��
8��9	)
� N!� )��� 	)���!�!� �	)�	�
����

	����!�!7�)������O(��/!;����;�<��P���
����QR�;�O/��
%�����P�0N	)
�T��A��@��;�#��*���9)
�����R
�	��
los cuales se hacen las primeras propuestas 
para abordar la solución del problema por 
medio de formulaciones basadas en el 
�:������5����	����!����	)��
���	��	���)��
de la función de corriente y la vorticidad, para 
el caso de los primeros autores, y formulación 
del tipo penalidad, con técnica de suavizado para la 
��	)��
�	��	���!)���	���)�)	0����)�

U�!� )���3�!���� �	� �!)� 	��!���	)� �	� �!�	��
8��9	)�)����!)�	��!���	)��	�8��9	)�I�	��	���	��
���	�!��	��6�7���	�6���)�������	)��	)
�	��	)�!���
	)�!���!����'!���I�	� �!)�	��!���	)��	�8��9	)�
modelan un caso particular de las ecuaciones 
�	� �!�	��8��9	)� �!�!� ��� �	���� t 37�
� ����	�	�
)	���	� �	)���	�� �!)�	��!���	)��	�8��9	)
�!��	)�
�	�!����!���!�)��������	��!)�	��!���	)��	��!�	��
8��9	)
��!�!��	�	��!���!)���)��	)��3����!�	)�I�	�
se puedan presentar, y proponer una solución a 
las mismas antes de intentar resolver el problema 
0	�	�!��

Son muchos los trabajos que se han publicado 
�	)�	���)�!H�)����;�I�	���	)	��!���)���!)�&���!)�
de mejorar los resultados en la solución numérica 
�	�� �����	�!� �	� 8��9	)�� -���	� ��)� ��!�!7�)� �+)�
recientes, y cuyo interés está en mejorar los 
elementos de discretización del dominio del 
�����	�!
�)	���	�	���!��!�OT��*!
�����R
�OV��A��
;� 8�� @		
� ����R� ;� O%�� *�!)��� ;� ?�=�� #��	��!��
�
����R
� I�	� ��	)��!�� �!� 	)�!���!�� �	� ��	��)�
elementos utilizados en la solución del problema de 
8��9	)�!��;!��)�	��	���:���!��	��!���	�	�	���)�
��������!�	��O���8�	��	�0
��$�R�

En este trabajo se utiliza la formulación clásica del 
�����	�!��	�8��9	)
���	)	��	�	���)����)���!�!7�)�
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-���& + �p = '   en  �� O�R 
 ����u = ���en  � 
& = ���en  	���Z�
�

donde &ZO�, �R� 	)� �!� �	����!�� �	�� 6���
� p es la 
presión, '�es la fuerza por unidad de masa y ��es la 
�)��)�!�
��!���!��)	�!)��	����)�!��	��

Sean  y     
@!� &���!� �:��� �	�� �����	�!� O�R� ���))�	� 	��
encontrar &�� U y p � P �!�	)�I�	�

 
  

O�R

donde  y las formas bilineales
aO[
[R��������R y bO·, ·R���������R están dadas por

 
 
 

El problema así planteado tiene dos variables a 
!���5�!�
� !� )!�	�� �!� �	����!�� & y la presión p, 

por lo que se conoce como formulación variacional 
�5�!� �� modelo mixto �	�� �����	�!� �	� 8��9	)��
@!� )������� �	�� ���	��� �5��� )	� ��	�	� !����!��
utilizando el método del multiplicador de Lagrange 
para determinar el valor de las variables, pero 
�!�!)� �!)� �3����!�	)� ���� �!� ���	�	��!����
com pu tacional, debido a la presencia de ceros 
en la diagonal principal de la matriz asociada al 
problema discretizado por medio de elementos 
3���)
�)	���	�	� �	������!���!��	!��un modelo de 
penalización de la variable de presión p, con el cual 
)	�)���3�!�	�������	�!��)��	���!����))�	�!��	�
ecuaciones que sólo depende de la variable &" y 
que permite determinar el valor de la presión p una 
vez calculado el valor de la variable &� O	�!�!� �	��
��)����	)�R�

En la discretización del problema por el método 
�	� ��)� 	�	�	���)� 3���)
� )	� �	���!�+� ���� e a los 
elementos resultantes al dividir el dominio � del 
�����	�!�	��)���	0��	)��@!�!���5�!�����	� �!)�
incógnitas &ZO�, �R� ;� p, en cada elemento, está 
�!�!������!)�)0�	��	)�	5��	)��	)�

donde los vectores qu, q� y qp denotan el valor local del campo de velocidades &ZOu, �R�;�p del campo de 
presión p, �	)�	���!�	��	��Nu, N� y Np representan las funciones de forma de los campos de velocidad y 
presión, y el vector incógnita total del elemento e se denota por qe, es decir �

El siguiente sistema de ecuaciones resulta de introducir los valores discretos de &ZOu, �R�;�p, como también 
de 
�	���!�&���!�0	�	�!���	�������	�!��!�!���!��O�R�

 

 
 OQR
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I�	�)	���	�	�	)�����	��&���!��!���!��O)�:���!R��	��!�)0�	��	�&���!�

 

 

Donde

 

O�R

En el código del problema implementado en 
?#/@#*
� �!)� �!���	)� Kuu y K�� se construyen 
a partir de las funciones DNX y DNY , la 
matriz Ku� a partir de la función DNXY y las 
matrices Kup y K�p se construyen a partir de las 
funciones DNXN y DNY N�� -�� �!� J���!� )	�����
)	� ��	)��!� ����� ���)����� 	)�!)� &�����	)�

-�� ))�	�!� O�R� N!�	� �	&	�	��!� !�� ���	��� �5���
�	�� �����	�!� I�	� )	� I�	�	� �	)���	��� (���� )	�
puede observar, la condición de incompresibilidad 
�������	���!��!��1����!
��
��!����	���!��!��1��	��
sistema como en el vector independiente, lo que 

trae ciertos problemas numéricos en el momento 
�	��	)���	��	��))�	�!��	�	��!���	)��/�!�!�����	�
salvar dicha situación, se introduce la condición de 
incompresibilidad por medio de un parámetro de 
penalidad, �, tal que

 

Es claro que para � )�3�	��	�	��	�0�!��	��v������
Los valores admisibles de � están entre ���� y �����

(���	)�!��������
��!�	��!����OQR��	��))�	�!��	�
ecuaciones queda de la forma siguiente

donde la primera integral es la misma de antes, y la segunda constituye la matriz Kpp, que reemplazará el 
�:��������	��!��!��1��	��))�	�!�	��O�R�;�	)�+��!�!����

@!�J���!�	��!�����	��))�	�!�O�R�)	���	�	�	)�����!N��!�	���!�&���!

Kpuqu + Kp�q� + Kppqpu Z��

de donde, utilizando se puede escribir qp como sigue

             ��O]R
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;�	��))�	�!�O�R�)	���	�	�	)������	��!�)0�	��	�&���!�	I��!�	��	

            
�O�R

Una vez resuelto el ))�	�!� O�R
� )���	� ����� 	��
dominio, para qu y q� )	����1!��!�	��!����O]R��!�!�
determinar qp��-��	�����0��	��?#/@#*
��!��!��1�
Kpp se construye a partir de la función NN

3. Aproximación usando elementos 
cuadriláteros

De acuerd�� ���� ��� �	)���!��� �����!��� ���� @��
<��.�!��!
�/�� %�����P�0N	)�;����8�	��	�0
�	�� _]`
�
para lograr una solución computacional estable 
del problema que se espera resolver se debe 
considerar la diferencia de grado entre los polinomio 
���1!��)��!�!�!���5�!���!��	����!��;��!���	)��
�
la cual debe ser a lo menos de uno, siendo mayor 
	��0�!����	�������������1!����!�!�!���5�!�� �!�
�	����!���-��	)�	�)	������!����	�!�!���5�!����
I�	� )	� ���)�	��� &�	� �)!�� ��+�0���)� �	� ������)�
O����������!��+���R��!�!�!���5�!���!��	����!��
;� ��+�0���)� �	� Q�����)� O�������� ��	!�R� �!�!�
!���5�!�� �!� ��	)��
� �	��� 	�� 	)�	� �!)�
� )� �	��
se lograron buenos resultados en el cálculo de la 
velocidad no ocurrió lo mismo con el cálculo de la 
presión, razón por la cual se utilizaron elementos 
��!���+�	��)��	�������)��!�!�!���5�!���!���	)���
O�������� ��	!�R� ;� �	� $�����)� �� ������)� �!�!�
!���5�!�� �!� �	����!�� O�������� ��!��+���R
�
�����)	��	)���	�!�������!����

3.1 Elementos cuadriláteros 4-nodos

La interpolación polinomial de una función 	�en un 
	�	�	������!��+�������	!���	�������)
�	)�+��!�!�
������!�	5��	)����	��!�&���!

	�= �� + ��x + �Qy + ��xy         O�R

-��	)�!�	5��	)���)	����)	��!��!�)�	��4!��!����	��
la variable x como en la variable y��#�	�+)
��!�!�x 
���)�!��	��!�	5��	)���	)���	!��	��y
�;���	�	�)!�
Si las distancias al origen del sistema de 
coordenadas, localizado en el punto medio del 
elemento, son denotadas por a y b, los valores 
���!�	)�	)�+���!��)�����

	�= 	� en x = b, y = 
��� 	�= 	� en x = b, y = a
	�= 	Q en x = 
����= ��� 	�= 	� en x = 
����= 
�

#�� �		���!1!��	)��)� �!���	)�	�� �!�	��!���� O�R
� ;�
resolver el sistema resultante en términos de los i, 
se puede escribir la función 	�	���!�&���!�

	�= N�	� + N�	� + NQ	Q + N�	�

donde las funciones Ni, son las funciones de forma 
�!�!�	��	�	�	������!��+�������	!���	�������)
�;�
se pueden escribir en términos de a y b �����)0�	�

Por ejemplo, en este caso si aZ�� ;� bZ�
� �!)�
�����	�!�!)��	���	��+�0����)���O�
�R
�O�, �R
�O
�, �R�
;�O
�
�R
�;��!�&������N� está dada por

y tenemos que, para ��constante
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3.2 Elementos isoparamétricos

En muchas situaciones el dominio físico del problema 
a ser modelado no consiste de lados rectos, 
&����	�!)� ����0��!�	)�� U�!� �	0��� ���� &����	�!�
curva puede ser discretizada usando ele mentos 
cuadriláteros con lados curvos para obtener una 
)��������	7����@!���!�)&���!�����	��!��)��	���)�!�
�����)�)	���	�	�N!�	��	5��	)!�����!)��!���	)�x, y 
	���:����)��	������	�!�!)�������	!)�

x = xO���R������y = yO���R

La elección de �, �� �	�	��	� �	� �!� 0	��	��4!�� -��
sistema de coordenadas �, ��se denomina sistema 
de coordenadas natural cuando las variables 
coordenadas están en el rango 
���������
�
������
�����<!�!�	���!)���	���	��+�0���
��!���!�)&���!���

reemplaza las coordenadas globales x, y con 
�����	�!�!)� ���!�	)��!�!����	�	�	�����U��1!����
	)��)��!���	)
�)	���	�	��	5��	)!���!)�&�����	)��	�
�!�)0�	��	�&���!�

o en forma resumida

Cuando se usan las mismas funciones de forma 
para interpolar la funciónincógnita y la geometría 
�	�� ������ O	)� �	��� �!� ��!�)&���!���� �	�
�!)� �����	�!�!)R
� )	� ��	� I�	� 	�� 	�	�	���� 	)�
)��!�!�:������ @�)� 	�	�	���)� )��!�!�:����)�
están basadas en el sistema de coordenadas 
natural �, �>� ��;!)� &�����	)� �	� &���!
� �!�!� 	��
	�	�	������!��+�������	!���	�������)
�;!�)	�N!��
���	����� -�����	)
� �!�!� 	�� 	�	�	���� ��!���+�	���
)��!�!�:������	�������)
�)	�)0�	�I�	�

donde xi, yi representan las coordenadas del 
	�	�	�����#)4�����	7	����
�)� �!)������	�!�!)��	��
	�	�	����)���O�, �R
�O�, QR
�O�, QR�;�O�, �R
�	�����	)�
la representación de las coordenadas x, y en el 
))�	�!��	������	�!�!)��!���!�
�	)�+��!�������

de donde

 

En general, si el elemento es rectangular con sus lados paralelos a los ejes coordenados x, y, con vértices 
	��Ox�, y�R
�Ox�, y�R
�OxQ, yQR�;�Ox�, y�R
�	)���!���I�	�	��	)�	��!)��I�	�x� = x�, xQ = x�, y� = y� y y� = yQ y por 
consiguiente, se puede mostrar q�	�
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Para el problema que se quiere resolver es 
necesario calcular las derivadas de las funciones 
de forma en coordenadas cartesianas, para lo cual 
)	��)!��!��	0�!��	��!��!�	�!
�!)4�

I�	�)	���	�	�	)�����	��&���!��!���!�������

y por consiguiente,

donde |(| representa el determinante de la matriz 
jacobiana (�

En particular, para un rectángulo con lados paralelos 
a los ejes coordenados cartesianos como antes, se 
tiene que

Así por ejemplo, para calcular la integral del producto 
O������RO������R�	��	���	��+�0�����	��:���	)�O�, �R
�
O�, QR
�O�, QR�;�O�, �R
�)	��	�	�I�	�

y entonces

Se pueden escribir en forma matricial los vectores 
de las derivadas de las funciones de forma NI con 
respecto a las coordenadas naturales �, �, como 
)0�	�

y por consiguiente, la derivada de NI  respecto de x y 
y corresponde a la columna i
����������
��	�����������
de (-� con DN
����I�	�)	���	�	�	)�����	���!�&���!�

3.3 Elementos cuadriláteros 8-nodos

#��0�!��I�	�)	�N1���!�!���)���!���+�	��)��	�������)
�
se puede hacer una construcción similar para el 
��!���+�	�����!��+�����	�$�����)�O)	�	��4���R
�;�
�	�������)�O�!0�!�0!��R
���;!)�&�����	)��	�&���!�
y matriz de derivadas se relacionan a continuación 
;�	��&���!��	)���!�

Funciones de forma del cuadrilátero cuadrático de 
$�����)�	����)��:���	)���

nodos en los puntos medios de los lados



97=F?-G�<�
�<� | 8��������	��!�	��!�����	�8��9	)��)!����	�	�	���)�3���)���!���+�	��)

3.4 Integración numérica

Con la representación de las funciones de forma en 
términos de las coordenadas naturales, el cálculo 
de las integrales que aparecen en la discretización 
�	�������	�!
�)	���	�	�N!�	���	�&���!�!���5�!�!�
usando la cuadratura de Gauss, la cual tiene la 
����	�!���	���	0�!���	�&���!�	5!��!������������
�	�0�!�����
�������!�&�����!��	���	0�!�����!�!�
����

y para dos dimensiones la fórmula se puede escribir 
	���!�&���!�

donde los valores de wk, wj  se denominan pesos 
de integración y los xk, xj  )�����)������)��	�=!�))�

)&
	��� �� Puntos de Gauss y los pesos para 
distintos valores de n

n xk wk

� � �

* +���]��Q]���� �

+ +������]�����
�

��]]]]]]]]]
��$$$$$$$$$

� +���$���Q�Q��
+���QQ��$���Q

��Q��$]�$�]
���]���]�]]

5
+���]Q$���Q��

�
+���������$�]

����$��$���
��]�$$$$$$�
���Q����$$]

Por ejemplo, para calcular la integral del producto 
O�����kRO�����5R�	��	����!���+�	����	�������)�����
�	��:���	)�O�, �R
�O�, QR
�O�, QR�;�O�, �R
�)	�)!�	�I�	�

y entonces

y al aplicar la cuadratura de Gauss para n Z��
�	���!�
integral de la derecha, 	���	)���!���	)�

que coincide con el cálculo analítico realizado antes 
	��	)�	���!�!7��

3.5 Ejemplo

(��)�	�!��)�	�������	�!��	��6�7��	����!��!��!���
Dominio cuadrado ��Z�_�, �`�× _�, �`������������	)�
�	�&����	�!�����'��N�	��N���0:�	!)�	5�	����	���!
�!��	�)��	�����	��!��!��!��{Ox, yR}y Z��>��< x < �~
�
����	��!��	����!��	)����)�!��	�����Ou, �R�Z�O�, �R��
Adicionalmente se considera f Z���;�� Z��,��

-�� �!)�30��!)���;���)	���	)��!�	�� �	)���!����	� �!�
)���!�����������	�	�	���)���!���+�	��)���!��+�
���)
� $�����)
� ���� �!� �	����!�� �)��	�1!�!� 	��
��!���+�	��)���!��+���)
�$�����)
�;��!���	)���	��
��!���+�	��)���	!�	)
�������)��<!�!��!�)���!���
�
se utilizó como parámetro de penalización �Z��$ y 
Q������)��	�=!�))�	��	���+�������	��!)��!���	)����
�	�!��1!�!)�OKuu, Ku�, K�u, K��R
�;��������)��	�=!�))�
en el cálculo de las matrices penalizadas
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Para evitar las oscilaciones que se aprecian en la 
30��!���)	����1��	���:������	���	0�!�����	����!�
	��	���+�������	��!)��!���	)������	�!�1!�����-)�	�
�:��������))�	�	���)!������J�	����	�����	���)�
n puntos de Gauss que se requieren para lograr 
	���+������	5!�����	��!���	0�!���	�������������	�
0�!�����
��

-�� �!� 30��!� �� )	� ��	�	� �	�� 	�� �	)���!��� �	� �!�
)���!���
� �!�!� �!��!��!� �	�����	�	�	���)��	� �!�
30��!�Q
��)!����������!�+�	�����	��	�!�1!����
� Z���$
�Q������)��	�=!�))��!�!�	���+�������	��!)�
�!���	)�����	�!�1!�!)
��������)��	�=!�))�	��	��
cálculo de la matriz  ;����������	�=!�))��!�!�	��
cálculo de las matrices Kup y Kvp�

��,&�
����?!��!��	����	�	�	���)���!���+�	��)�$�����)

��,&�
�*���	����!��	��x,��!�!��!��!��!��	����	�	�	���)���!���+�	��)�$�����)
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��,&�
�+�?!��!��	�����	�	�	���)���!���+�	��)�$�����)

��,&�
�����	����!��	��x,��!�!��!��!��!��	�����	�	�	���)���!���+�	��)�$�����)

4. Implementación computacional del 
problema

Para la implementación computacional del proble-
ma se usó el programa GID en el preproceso 
O���)�������� �	�� �����	�!� ;� �!��!��R� ;� 	�� 	��
��)����	)�� O�)�!�1!���� �	� �	)���!��)R�� -)��� )	�
logra creando un tipo de problema en GID, el cual 
se construye a partir de determinados archivos, con 
características especiales, los cuales se almacenan 
en una carpeta con el nombre del tipo de problema, 
que en el caso de este trabajo se denominó ���-���
,�	
�;�)	�0�!��!�	��(�\archivos de programa\GID\
�����	��;�	)�� @�)� !��N��)� ��	!���)� �!�!� 	�� ����
�	������	�!�)	��	����!��)��9	)����
�)��9	)����
�
)��9	)��!)
�)��9	)��!��;�)��9	)��!�
�;�)������	����

puede ser construido siguiendo los tutoriales del 
���0�!�!�="'�	��_��`�

4.1 Código del proceso usando MATLAB

-�����0���	������	)���	!�1!���	��?#/@#*����)�!�
de un programa principal y varias de funciones, las 
��!�	)�N!�	���!)��	�	)��	�)�����0�!�!)��'	)�	�	��
programaprincipal se hace la lectura del problema 
y del mallado construido en GID,se utilizan las 
funciones para construir la matriz global del sistema, 
)	� �	)�	��		�� ))�	�!� �	)���!��	
� ;� 3�!��	��	� )	�
�!)!� !� �!� 	)�����!� �	� ��)� !��N��)� ��6!�!��	)� ;�
��6!�!��!�
� ��)� ��!�	)� �	���	�� �!� �	����!� �	� ��)�
resultados �����	����	�����0�!�!�="'�
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<!�!� ���)�������� �	�� ���0�� 	�� ?#/@#*� �	��
���0�!�!� �����!�
� ;� �	� �!)� &�����	)� !�5�!�	)�
necesarias para ensamblar la matriz global del 
sistema e insertar las condiciones de frontera, se 
��	�	�)	0���	�������_�`
�;����1!����)������!�	)��	��
���0�!�!�="'�	�� _��`��!�!� �!����)���������	� ��)�
!��N��)���6!�!��	)�;���6!�!��!��

4.1.1 Cálculo de la matriz de rigidez local

Para el cálculo de la matriz de rigidez local, K, se 
N!�	����	���	���+�������	��!)�)0�	��	)��!���	)��
�!��!��1�$5$���;!)�	���!�!)�)����!)���	0�!�	)��	�
��)���������)�O��i}��RO��j}��R
�����������$
�;�I�	�)	�
�	���!� '��>� �!� �!��1� $5$
� ��;!)� 	���!�!)� )���
�!)� ��	0�!�	)� �	� ��)� ��������)� O��i}��RO��j}��R

����������$
�;�I�	�)	��	���!�'�V>��!��!��1�$5$���;!)�
	���!�!)�)����!)���	0�!�	)��	���)���������)�O��i}��R
O��j}��R
�����������$
�;�I�	�)	��	���!�'��V>��!��!��1
$5�� ��;!)� 	���!�!)� )��� �!)� ��	0�!�	)� �	� ��)�
��������)�O��i}���RNj
���������$
����������
�;�I�	�)	�
�	���!�'���>��!��!��1�$5����;!)�	���!�!)�)����!)�
��	0�!�	)��	���)���������)�O��i���RNj
���������$
�����
�����
�;�I�	�)	��	���!�'�V�>�;��!��!��1��5����;!)�
entradas son las integrales de los productos NiNj,   
�����������
�;�I�	�)	��	���!����

-�� �+������ �	� �!� �!��1� '��� )	� N!�	� �)!���� +�
.&�����	���
&��, como se ve en la tercera línea 
�	����0���	��)0�	��	����0�!�!�

��,&�
�/��<�	)����!�!��!��!��!��	�����	�	�	���)���!���+�	��)�$�����)�

'&������0�$�123$�146�"6*"6+"6�"7�"7*"7+"7�8
%!Z_�}�O5��5QR
�>�
�}�O;Q�;�R`>�'Z�}�O5��5QRO;Q�;�R>

%!�Z_�}O��O5��5QRR
�>�
�}O��O;Q�;�RR`>"'��Z1	��)O$
$R>

GZ_�������
�
��������`>�TZ_��]]]]�
��$$$$�
��]]]]�`>

'���9�3�:+
�ZGO7�R>

'���9�3�:+
)ZGO7)R>

���Z_O���RO�)��R
�O����R
O���RO�)��R
��)O���R


O���RO�)��R
��O����R
O���RO�)��R
�)O���R>

O��)RO���)R
���O��)R
O��)RO���)R
�O��)�R


O��)RO���)R
���O��)R
O��)RO���)R
��O��)�R`>

�7�Z%!�����>

'����3�:;
'���-3�:;
"'��O
9RZ"'��O
9R�TO7�R�TO7)R�'��7�O�
R��7�O�
9R>

��	

<!�!� �+������ �	� �!)� �!���	)� '�V� ;� '��V� )	�
procede de forma similar, y también usando +�
.&�����	���
&����<���)���!��	
�	��	���+�������	�
�!)��!���	)�'����;�'�V��)	�����	�	��	� &���!�
similar, pero se usan *�.&�����	���
&��, con lo 
��!�� )	� �	�	� ���)�	�!�� GZ_���]��Q]
��]��Q]`� ;�
TZ_�
�`��8	��	���!�����'���=��!��!��!��1�'����
cuando se calcula usando &��.&����	���
&��, en
cuyo caso se debe tener presente que en el código 
��;�)�)�������!��	���!�����	��
�;�I�	�	���	)�
�wk, solo 
���!�	���!�����	���O�	����!�����R�
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@!��!��1���
��5�
���;!)�	���!�!)�)����!)���	0�!�	)�
de los productos NiNj
������������
�	��	����!���+�	���
�	�������)
�)	��!����!��)!����*�.&�����	���
&��,
	)������)0�	�

'&������0���23��46�"6*"6+"6�"7�"7*"7+"7�8
%!Z_�}�O5��5QR
�>�
�}�O;Q�;�R`>�'Z�}�O5��5QRO;Q�;�R>

GZ_���]��Q]
��]��Q]`>

"��Z1	��)O�
�R>

'���9�3�:*
�ZGO7�R>

'���9�3�:*
)ZGO7)R>

�Q

�Z_�}�O��)RO���R
�}�O��)RO���R
�}�O��)RO���R
�}�O��)RO���R`>

'����3�:�
&���9Z���

"��O
9RZ"��O
9R�'��OR��O9R>

��	

Finalmente, el cálculo de la matriz local, de orden 
$5$
� ��;!)� 	���!�!)� �	�	��	�� �	� �!)� �!���	)�
'��
�'�V
�'��V
�'���
�'�V��;���
�)	����)0�	�
con el siguiente código

'&������0<���
�23<46�"6*"6+"6�"7�"7*"7+"7�8
A�Z'��O5�
5�
5Q
5�
;�
;�
;Q
;�R>�A�Z'�VO5�
5�
5Q
5�


;�
;�
;Q
;�R>

A��Z��A��A�>�AQZ'���=�O5�
5�
5Q
5�
;�
;�
;Q
;�R>�

A�ZAQ�>

A]Z��O5�
5�
5Q
5�
;�
;�
;Q
;�R>�A]ZO�}��$R�A]>�

A]Z��OA]R>

A<�ZAQ�A]>�A<��ZA<��A�>�A<ZO��R�A<��>

?��ZO���R�A���A<>

A�Z'��VO5�
5�
5Q
5�
;�
;�
;Q
;�R>

A�Z'�V�=�O5�
5�
5Q
5�
;�
;�
;Q
;�R>�A$ZA��>

A<��ZA<��A$>�A<ZO��R�A<��>

?��ZO���R�A��A<>

A�ZA��>�A<�ZA��A]>�A<��ZA<��A�>�A<ZO��R�A<��>

?�QZO���R�A��A<>

A<��ZA<��A$>�A<ZO��R�A<��>�A��ZA����A�>

?��ZO���R�A���A<>�AA�Z_?��
?��`>�AA�Z_?�Q
?��`>

A���!�Z_AA�>AA�`>

        Conclusiones

�#��!�����	���)��	)���!��)��	�@��<��.�!��!
�/��%�����P�0N	)�;����8�	��	�0
�	��_]`
�!�	��!��	��!�&���!������
se deben considerar ��)�	�	�	���)��!�!����)	0�����!���	�!�!���5�!�����	�������	�!������	)��
�
)	����1!����	�	�	���)���!���+�	��)��	�$�;�������)
��!�!��!��	����!��;��!���	)����	)�	���!�	��	
�
�	��!��&���!�I�	�)	����	�!����0�!����	��&	�	��!�	���	���)��������)��	�!���5�!���
���!��+���)�
;���	!�	)��	)�	���!�	��	��8��	��!�0��:)�!����	)��!�J��!����)�	�!����I�	�)	������	����	��!
�
;!�I�	�&�	��	�	)!������1!���!���	0�!�����	����!�	��	���+�������	��!��!��1��	�!�1!�!
�����	��3��
�	��	7��!����)��	)���!��)��	��!�)���!���
�;��������)0�	��	��!�!���5�!�����	��!��	����!��;��!�
��	)����-��	���+������������	0�!�����	����!��	��!)��!���	)��	�!�1!�!)
�&�	��	�	)!����	�	��	��
cuidado de aplicar este método sólo para el cálculo de las matrices Kup=DNXN y K�p=DNY N, pasando 
�	���!����������	�=!�))
�;��	7!��	���+�������	��!��!��1�Kpp=NN �����������)��	�=!�))
�	���4����
�	I�	�����!�!�)���+������	5!���
�;!�I�	�!����	��!��	���+�������	��!��!��1�Kpp=NN con un sólo punto 
�	�=!�))�	���	)���!���	)���!��!��1������	����	
����I�	����	�!�!�1!��	���!�)��������	�������	�!��
.�!��	��	
�����	)�!����	�	��!����)	���0����	�3�!����)��!���	)��	��	����!�
��!�!���������	�!�
�	��!�!��	�4)��!)�)��!�	)������	)��������	��;�	��)�������_$`
����I�	�!�)���	1��	������!��!��	��
!�0���������1!��������	�	�	���)���!�0��!�	)��	���;�Q�����)����)	����)0�	�)�������	)�!��	��!�!�
�!�!���5�!�����	��!���	)��� F
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