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Resumen
El control multifrecuencia permite una mayor libertad en el diseño de

reguladores debido a la selección de diversos esquemas de muestreo.

Es así como un sistema convencional de una entrada y una salida (SISO)

puede convertirse en un sistema multifrecuencia con múltiples entradas

y salidas (MIMO) y las dimensiones del modelo pueden hacerse

cuadradas, con lo que el diseño se simplifica considerablemente. Esta

idea es mencionada por algunos autores, pero sólo hasta ahora se aplica

de una manera directa utilizando un tipo especial de muestreo y un

método de control por igualación al modelo.

Design and application of multirate control with
an irregular sampling pattern

Abstract
Multirate control allows a greater freedom for the design of control
systems due to the selection of diverse sampling patterns.  So, a conventional
SISO (Single-Input Single-Output) system may be transformed into a
multirate MIMO (Multi-Input Multi-Output) system with square matrices,
which considerably simplifies the design.  This idea is mentioned by some
authors, but only now it is directly applied using a special type of sampling
and a model matching control method.
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U
Introducción
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n  sistema  multifrecuencia  o  con

muestreo  no  convencional  es  un

sistema digital en el cual dos o más

variables son actualizadas a frecuencias

distintas. Las variables pueden pertenecer a un

mismo lazo de control o a diferentes lazos, como en

el caso de sistemas multivariables (Vélez, 2002).

Un hecho común en la mayoría de los modelos de

sistemas de control multifrecuencia es la repre-

sentación por medio de una ecuación de estado

invariable en el tiempo del sistema multifrecuencia.

La ecuación está dada a un período global To,

envolvente de todos los períodos de muestreo

existentes en el sistema, y contiene más entradas y

salidas que el sistema original. En fuentes recientes

se especifican algunas propiedades de este tipo de

modelos y se actualiza el estado del arte del control

multifrecuencia (Vélez, 2001; Lee, 2003; Wang, 2004).

Se considera un sistema de control multifrecuencia

irregular de orden n con m entradas y p salidas, tal y

como se muestra en la Figura 1. Se considera que

todas las entradas y salidas se sincronizan cada

período global.

U
 (1)

Las matrices y vectores en el modelo (1) tienen la

siguiente forma:

Las dimensiones de las matrices son:

El modelo matemático del sistema multifrecuencia

de la Figura 1 se da en la ecuación (1). La definición

de  parámetros,  vectores  y  matrices  se  explica

brevemente  a  continuación  (Vélez,  2001;  Vélez,

2002).

Figura 1. Sistema multifrecuencia

j - Número de muestras de la entrada  en el período

global To.

Ni - Número de muestras de la salida  en el período

global To.

Los vectores (uD, yD) son vectores con todas las

muestras de las entradas y salidas durante un período

global To. De esta manera, un sistema SISO (“Single

Input Single Output”, una entrada y una salida) se

convierte en un sistema MIMO (“Multi-Input Multi-

Output”, múltiples entradas y múltiples salidas”).

Seleccionando adecuadamente el muestreo, se

puede lograr que todas las matrices en el modelo (1)

sean cuadradas.

En el presente artículo se aprovecha la ventaja

mencionada anteriormente para obtener un regulador

multifrecuencia por igualación al modelo (“model

matching”),   el   cual   tiene   ciertas   características

interesantes.
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1. Método de control multifrecuencia por
igualación al modelo

Para el diseño del control multifrecuencia que se expone a continuación,

se tiene en cuenta que el modelo del sistema multifrecuencia es una

representación invariable en el tiempo y que conserva todas las

características del sistema multifrecuencia original (Meyer, 1990). De

esta manera se pueden aplicar métodos de control clásico y moderno

para sistemas discretos monofrecuencia, bajo ciertas condiciones (Lee,

2003; Wang, 2004). La principal condición es la restricción de causalidad:

el regulador multifrecuencia   satisface la restricción de

causalidad si para    y   se tiene que 

siempre que Tiµ < Tjυ  (las salidas actuales no dependen de las entradas

futuras). En otras palabras, se cumple la restricción de causalidad si 

tiene una estructura triangular inferior por bloques.

En control existe un enfo-

que de diseño que propone

métodos para el rediseño

de reguladores continuos

con base en las caracte-

rísticas  en  laz o cerrado

(problema de rediseño  digi-

tal).  Es decir,  métodos  en

los  cuales se pretende diseñar un regulador discreto (realimentación

del estado o de la salida) que permita obtener una respuesta en lazo

cerrado con un comportamiento coincidente en los instantes de muestreo

con la respuesta con el regulador continuo. En particular, que permita

que todos los estados del sistema muestreado en lazo cerrado coincidan

con los estados del sistema original continuo en todo instante de muestreo

(Tornero, 1999; Aström, 1997; Kuo, 1973; Yuping, 1999; Yuping, 2000;

Er, 1991; Rafee, 1996; Yackel, 1974; Colaneri, 1997; In, 1994; Fujimoto,

1997).

En estos métodos el regulador continuo original es del tipo de

realimentación del estado. Sin embargo, los distintos métodos propuestos

no aseguran, en general, el comportamiento deseado (estabilidad en

lazo  cerrado  y  respuesta  temporal),  debido  a  que  son  métodos

aproximados. La aproximación surge debido a que no siempre es posible

despejar directamente las matrices de diseño (generalmente la dimensión

del vector de entradas es menor que la del estado) y es necesario recurrir

a algoritmos aproximados para el  cálculo  de  dichos  reguladores  (Misra,

1989).

El enfoque de rediseño digital puede ser tratado como un problema de

igualación (Ogata, 1996) o emparejamiento al modelo (“model matching”),

∼
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El modelo en lazo cerrado de un sistema con un regulador multifrecuencia FOLI estático de realimentación de

la salida y con un esquema de control con dos grados de libertad (ver Figura 3) se da en la ecuación (2).

(2)

donde el modelo deseado (modelo de referencia)

puede ser el modelo en lazo cerrado obtenido con un

regulador continuo. La idea principal del método por

igualación al modelo consiste en especificar un

modelo deseado en lazo cerrado (continuo o discreto),

el cual puede obtenerse a partir de ciertas especifi-

caciones de diseño o por reducción de un diagrama

en lazo cerrado con un regulador continuo (discreti-

zación en lazo cerrado). La idea consiste en “obtener

un controlador para una planta dada de manera que

el sistema en lazo cerrado esté caracterizado por un

modelo de referencia deseado”.
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Figura 3. Esquema de control con dos grados de libertad

Como se explicó anteriormente, es posible selec-

cionar siempre un esquema de muestreo de manera

que las matrices necesarias sean cuadradas. Al

utilizar un esquema de muestreo FOLI (“First Outputs

Last Inputs”) dado en la Figura 2, se garantiza la

restricción de causalidad  y que todas las

matrices sean cuadradas y de rango completo, con

lo que es posible la operación de inversión de dichas

matrices y la implementación del regulador de

igualación al modelo.

Figura 2. Esquema de muestreo FOLI

Se desea obtener un comportamiento en lazo cerrado dado por el modelo multifrecuencia de referencia de la

ecuación (3).

(3)



REVISTA Universidad EAFIT. Vol. 40. No. 136 | octubre, noviembre, diciembre 200430

El modelo deseado corresponde a un modelo multi-

frecuencia a período global. Existen varias posibili-

dades de obtener el modelo deseado:

• Ubicando los polos y ceros en continuo y discre-
tizando el modelo a período global en un esquema

multifrecuencia (semejante al de la planta). Este

es el método más claro y directo para plantas
SISO.

• Discretizando en un esquema multifrecuencia el

sistema en lazo cerrado con un regulador satis-
factorio, continuo o discreto a período base. Este

es el método más claro y directo para plantas

MIMO.

• Especificando directamente el modelo multifre-

cuencia deseado a período global (poco claro, ya

que para un sistema SISO el respectivo modelo
sería uno MIMO).

Se considera aquí que los modelos están en una

forma tal, que:

(4)

Esta última condición es fácil de cumplir si se utiliza

la siguiente transformación lineal de las variables de

estado en el modelo deseado (la deducción es directa
si se compara el modelo deseado, transformado con

el modelo multifrecuencia de la planta):

(5)

Comparando las ecuaciones (2) y (3) se llega a las

siguientes igualdades:

(6)

Teniendo en cuenta que el modelo multifrecuencia

con offset de las entradas es de orden (n + m), se
selecciona el muestreo de manera que en el modelo

multifrecuencia las matrices sean cuadradas y de

rango completo. De esta manera es fácil de despejar
de la ecuación anterior las matrices del regulador

multifrecuencia de dos grados de libertad:

(7)

El cálculo de las matrices del regulador es muy
sencillo y no considera ninguna aproximación, es un

cálculo exacto. El buen condicionamiento de las
matrices  se puede lograr con una adecuada

selección del esquema de muestreo (Vélez 2001).

Características generales del método:

• El método es aplicable a plantas MIMO estables

e inestables

• El cálculo de las matrices del regulador es

sencillo y directo (multiplicación e inversión de

matrices), ya que las matrices son cuadradas.
Si se toman más muestras de las necesarias
puede utilizarse el cálculo de pseudoinversas (en

el contexto de los sistemas compartidos no se
justifica tomar más muestras de las necesarias,

por razones de optimización de los recursos).
Se puede implementar fácilmente el método en
un programa de cómputo como Matlab

• El regulador diseñado es completamente causal,

debido al esquema de muestreo seleccionado
(FOLI), en el cual toda acción de control se basa

en muestras de las salidas en instantes anteriores

• Aunque el diseño es sencillo existe una pequeña

diferencia entre el modelo deseado y el obtenido,
ya que las acciones de control se aplican con

cierto retardo llamado “offset” (ver Figura 2). Este
retardo se puede disminuir si se reduce el tiempo

en el cual se aplica la primera señal de control

• El esquema de muestreo MRIC es un caso

particular del esquema FOLI, pero con menos
libertad en el diseño. En este caso el diseño es

semejante al expuesto aquí, si se considera una
realimentación del estado y no de la salida. En

este caso particular no hay offset de las entradas
del modelo multifrecuencia y, debido a que se
utiliza un regulador estático, el modelo de refe-

rencia es del mismo orden de la planta y contiene
un número de entradas y salidas igual a p,

número  de  salidas  de  la  planta.  Es  decir,  el
modelo de referencia es de fácil interpretación
desde el punto de vista del control convencional
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Polos continuos: -8.7033 + 4.8332i

Polos discretos: 0.9156 +  0.0443i

(8)
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2. Aplicación a un motor de corriente
continua

A continuación se aplica el método descrito en el

numeral anterior a un motor real de corriente continua

(Toshiba, DGM-3491-2A, con motor reductor, conver-
sor de frecuencia a voltaje con dos capacitores y
amplificador de corriente controlado por voltaje). El

modelo matemático del motor (muestreo a 0.01 seg)

se obtuvo por identificación, utilizando el método no

paramétrico de respuesta temporal (Vélez, 2003b).

Modelo deseado discreto (a período base T = 0.01

seg) en variables de estado:

Se selecciona el esquema de muestreo FOLI, de

manera que las matrices sean cuadradas (primero
se toman todas las muestras de las salidas y luego

de las entradas de la planta):

Tout = {[0, 0.01, 0.02]}      Tinp = {[0.02, 0.03,0.04]}

To = 0.05

La aplicación del método al control del motor se

detalla en los siguientes párrafos.

Modelo discreto (a período base T = 0.01 seg) del

motor en variables de estado:

El cálculo de los modelos multifrecuencia de la planta y de referencia se realiza aplicando el método desarrollado

por el autor (Vélez, 2001):
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Figura 4. Diagrama de control multifrecuencia del motor con el método de igualación al modelo

El cálculo del regulador se realiza según la ecuación (7):

Ahora se transforma el modelo de referencia multifrecuencia de acuerdo con la ecuación (5):

La simulación se realiza con el Multirate Control Toolbox (Vélez, 2003c). El diagrama de control multifrecuencia

del motor con el método de igualación al modelo se muestra en la Figura 4 y los resultados en las Figuras 5 y
6. La respuesta temporal sigue bastante bien la respuesta deseada (obtenida aquí por simulación), con un

pequeño error en la respuesta estacionaria para el tercer escalón, debido principalmente a errores de modelado

y a efectos no lineales relacionados con la presencia de una fricción interna en el motor. La acción de control
está dentro de los límites normales y es inferior a pruebas realizadas con métodos de control convencional

como PID o asignación de polos. De esta manera se ilustra la forma sencilla de obtener una respuesta deseada

aplicando el control multifrecuencia y el esquema FOLI explicados en la sección 2.
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Figura 5. Respuesta temporal del motor con un
control multifrecuencia por igualación al

modelo

Figura 6. Acción de control aplicada al motor con
un control multifrecuencia por igualación
al modelo
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Conclusiones

Reconocimientos

En este trabajo se mostró un método nuevo de control multifrecuencia por igualación del modelo, utilizando

un esquema irregular de muestreo denominado FOLI. Se aplicó el método a un motor de corriente continua

real con excelentes resultados. El diseño es simple y utiliza los grados de libertad del control multifrecuencia

al permitir ampliar el orden de las matrices del modelo matemático (“juego” matemático con el muestreo

con fines de diseño). Los resultados son excelentes y muy superiores a métodos de control convencional,

obtenidos y analizados en otros trabajos (Vélez, 2003b).

El esquema FOLI es posible sólo con el método de modelado multifrecuencia obtenido por el autor, ya que

considera explícitamente una desincronización (“offset”) en entradas y salidas; es decir, no es necesario

que todas las entradas y salidas coincidan al principio de cada período global.

Este trabajo fue posible gracias a la Universidad EAFIT, que ha apoyado decididamente los proyectos de

investigación teóricos y aplicados realizados en los diferentes programas de la institución.
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