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Resumen

Los compases musicales han sido de suma
importancia durante toda la historia de la
musica, pues es gracias a esta herramienta
que se escribe la musica y que a través de
ella se ejecuta y se divulga, no obstante,
aquellos quienes estudian la musica de
manera formal entendemos los compases
musicales como sélo una herramienta
para escribir y representar la musica, por
tanto, dentro de este articulo se inves-
tigan los compases musicales desde otra
perspectiva: mediante las matematicas,
se buscaran expresiones que sean capaces
de describir los compases musicales y asi
hallar una nueva forma de estudiarlos,
en segunda parte, como consecuencia,
se construye un posible analogo al
teorema de Pitagoras lo que nos da las
bases para empezar a desarrollar parte
de la geometria a partir del uso unico
de variables musicales como el tempo,
el quebrado ritmico, el tiempo de una
cancién y del numero de compases.

Palabras claves: Compases musicales,
geometria, ecuaciones, figuras ritmicas,
areas de figuras geométricas.

Revista de misica de la Universidad EAFIT RICERCARE

Abstract

Musical measures have been of primary
importance throughout the history of
music because it is through to this tool
that music is written, performed and
disseminated. However, those who study
music formally, understand musical
measures as only a tool to write and
represent music. Therefore, in this article
we investigate the musical measures from
another perspective: through mathematics,
we will look for expressions that are able
to describe the musical measures and thus
find a new way to study them. In the second
part of the article, as a result, a possible
analogy to the Pythagorean theorem is
constructed, which gives us the basis to
begin to develop part of the geometry from
the unique use of musical variables such
as tempo, the rhythmic break, the time of a
song and the number of measures.

Keywords: Musical measures, geometry,
equations, rhythmic figures, areas of
geometric figures.
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Sobre la matematica de los compases musicales y su relacion con la geometria

Introduccion

Desde su origen tedrico la musica ha estado asociada
directamente con las matematicas, donde el caso mas
conocido es sin lugar a duda el de Pitagoras con su sistema de
afinacion, la cual estaba muy influenciada por los nimeros,
él consideraba que ciertos numeros permitian sonidos
consonantes y otros disonantes, igualmente, matematicos
de gran altura como Descartes, Leibniz e inclusive Euler
hacian hincapié en que toda la musica podria ser entendida
en términos meramente matematicos, ademas destacaban
que la estructura musical era totalmente influenciada por un
orden meramente matematico (Bertos, 2009), sin embargo,
no seria hasta la mitad del siglo XX que se empezarian a
retomar seriamente estos conceptos y sobre todo a surgir
investigaciones de indole matematica-musical con el Unico
propositode que estosdescubrimientos pudiesen seraplicados
directamente a la composicién musical, es aqui donde la
geometria toma un gran papel dentro de esta labor ya que los
compositores y tedricos musicales emplearon dicha rama de
la matematica para desarrollar herramientas creativas como
los ejes axiales de Bartok, los Coltranés Changes (Porter,
De Vito, Wild, Fujioka & Schmaler, 2013), Weber's Key Space
(Burgoyne & Saul, 2005), Tonnetz (Yust, 2019), Cohn’s Tonnetz
(Cohn, 1996), los trabajos de Jack Douthett y Peter Steinbach
respecto a la armonia musical (Douthett & Steinbach, 1998),
Tonnetz tridimensional de Edward Gollin (Callender, 2004) y
scale lattice de Dmitri Tymocko (Tymoczko, 2006).

Asi, poco a poco los compositores y tedricos musicales
empezaronaencontrardentrodelamatematicaunaherramienta
creativa que resultd ser practica y eficiente al momento de
crear progresiones armonicas y melodias. Aqui hay un patrén
que resalta, y es el hecho de que todas estas investigaciones
se enfocan en estudiar los términos de armonia y melodia
usando como herramienta principal la geometria, respecto
al ritmo, por supuesto que hay investigaciones, tales son por
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ejemplo, los ritmos euclidianos usados en forma de algoritmo
para la creacién de ritmos modernos (Toussaint, 2005) y una
aplicacién movil que permite hacer ritmos por medio de la
geometria (Holmes, 2015), aun asi, queda en plena vista que
el centro de mayor interés estd puesto en la armonia, ademas,
se aflade otro hecho, y es que todos aquellos estudios jamas
se han esforzado en encontrar una ecuacion que describa
los parametros musicales, es decir, ecuaciones que busquen
explicar dichos conceptos en términos matematicos o fisicos
(Villaveces, 2017), el objetivo de estudio de las mencionadas
investigaciones han sido meramente con fines de aumentar
la creatividad de la composiciéon musical buscando nuevos
sonidos o metodologias de creacion musical, es bajo esta
razoén que no es de extrafarse el uso de la geometria, pues
es unas de las pocas ramas de las matematicas que se
pueden estudiar y comprender con sélo visualizar figuras
geométricas sin la necesidad de recurrir al empleo de
ecuaciones o féormulas. Es bajo este contexto que surgen
dos preguntas que construyen nuestra hipdtesis: ¢Y si en
lugar de enfocarnos en buscar nuevas formas de potenciar
la creatividad musical, realmente buscamos ecuaciones que
definan la musica? ¢ Encontraremos relacién con la geometria
de igual manera?

Por tanto, en base de ambas preguntas, en este articulo
cambiaremos la linea de investigacion que ya se ha trazado,
nos centraremos en el objetivo de encontrar ecuaciones
que describan los parametros musicales, y no empeza-
remos directamente con la armonia o el ritmo, mas bien
estudiaremos en primer lugar otro concepto importante
dentro de la musica y que aparentemente ha sido ignorado,
nos referimos al compas musical, que se definen como un
espacio que se encuentra entre dos barras (Herrera, 2022)
usados como una herramienta sélo para escribir musica, de
hecho, si consideramos esta definicién se explica el por qué
los compases musicales no han sido tema de investigacidn,
pues en la tarea de buscar nuevas formas de creacién musical
en el contexto matematico resulta minima la importancia de
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Sobre la matematica de los compases musicales y su relacion con la geometria

los compases musicales, ya que ellos sélo son el medio para
preservar la musica en el sentido de escritura, por ende,
buscaremos la expresiéon matematica que describa esta
herramienta musical, nos alejaremos de cualquier aplicacion
creativa y estudiaremos si tienen alguna relacién con la
geometria tal como se ha estado planteando en las ultimas
investigaciones de indole matematica y musical.

La justificacién de estudiar los compases musicales se basa
en que si queremos explicar toda la musica en términos
matematicos tal como lo consideraba Descartes, Leibniz
y Euler, debemos empezar con los compases debido a que
esta herramienta se comporta como una base en donde se
sustenta toda la informacién melddica, ritmica y armoénica
que contiene una pieza musical, de modo que al tener la
musica definida en un lenguaje matematico quiza la tarea
de involucrar la armonia, melodia y el ritmo sea mas facil
de desarrollar. Es importante tener en cuenta que solo nos
referimos a uno de los tantos modelos empleados en la
musica para ser estudiada como matematica, pues mucha
de la musica que se desarrollé durante los siglos XX y XXI
no requerian el uso de los compases para definir las alturas
sonoras, un patron ritmico, o un entramado armoénico.

En orden de lograr el objetivo de definir matemdaticamente
los compases musicales nos enfocaremos y guiaremos en
construir ecuaciones que nos permitan obtener el numero
de compases que se deben de escribir para que una cancién
dure un determinado tiempo en especifico mediante el uso
de otros parametros musicales.

Compases musicales con un quebrado ritmico simple

Ahora presentaremos los parametros musicales a utilizar
dentro de esta investigacién, que para fines de mas con-
gruencia a este contexto de ahora en adelante las llamaremos
variables musicales, igualmente, sefialaremos la notacion
que se le ha asignado a cada una de ellas. La duracion de una
cancion, es decir, el tiempo, serd designada con t, el tempo
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de la cancidn con T, los pulsos del quebrado ritmico con 3, y
el numero de compases musicales seran representados con la
letra u,qr -

La deduccion de una ecuacién que calcule el nimero de
compases musicales de una canciéon se basa en el siguiente
razonamiento: Empezamos con el tempo, el cual es el numero
de pulsos que hay dentro de una cancién por minuto, por
tanto, el tempo al ser multiplicado por la duracion total de una
cancién hace que el producto final de dicha operacién nos dé
como resultado los numeros totales de los pulsos dentro de
una cancion. Lo que se expresa como:

Tt @)

En seguida, la ecuacién 1 pasa a ser divida por el numero de
pulsos que hay por compas, es decir, los pulsos del quebrado
ritmico, ello es para saber cudntas veces todos los pulsos de
una cancién se dividen por compas, de modo que la operacién
final nos da el namero total de compases musicales, de ahi
que los compases musicales se expresen con la siguiente
ecuacion:

Tt
p
La expresion 2 tiene dos propiedades de gran importancia,
la primera es que sélo sirve para canciones cuyo tempo y
quebrado ritmico son constantes, por ejemplo, canciones
como: As It Was de Harry Styles o Unintended de Muse entran

dentro de esta categoria.

(2)

Umar =

En segundo lugar, esta formula sirve para quebrados rit-
micos simples, entendiéndose como aquellos quebrados
ritmicos cuyos tiempos son binarios y que la figura que
representa el tiempo es una figura simple (Herrera, 2022).

Los pulsos pertenecientes a esta clase de quebrados ritmicos
son:

=6b

&~ O

3 4 5
=2 — = - = — =
b, 3b, 4b, 5b,
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Conversion del tiempo

Un factor a considerar mientras se trabaja con la ecuacion
2 es el tiempo, la razéon de ello se debe a que claramente la
manera en cémo se mide el tiempo es distinguible a cémo
se cuentan los niumeros y esto conflictia con la ecuacién 2,
pues se obtienen resultados erréoneos, de modo que debemos
definir una conversién de tiempo, describamos la cuestion un
poco mas a detalle; si observamos en cualquier reproductor
musical nos percatamos que el contador va de esta manera:
0:01, 0:02, 0:59 hasta 0:60, es decir, el contador llega hasta
0:59 y a partir de ahi se repite el mismo ciclo de medicion, de
modo que se entiende que 0:60 s = 1:00 min, a este sistema de
medicién se le conoce como sexagesimal (de Vicente Abad,
2011). Por otro lado, los decimales se cuentan asi: 0.01, 0.59,
0.60, 0.88, hasta 0.99 y se reinicia la cuenta, bien, es aqui

donde se nos presentan dos situaciones totalmente diferentes
que se pueden comprender bajo la situacion donde 0:60 s es el
100%, y la otra es donde 1:00 min es el 100%, por tanto, tenemos
que asociar ambos conceptos mediante una conversion.

Consideremos el tiempo 0:30 s, al saber que 0:60 s equivale
a un minuto podemos intuir de manera sencilla que 0:30
s es la mitad, eso nos permite aceptar el hecho de que 0:30
$=0.5y que 0:60 s = 1, ahora tenemos que buscar una opera-
cién que satisfaga esta caracteristica, dicha operacion seria
multiplicar 1/6 por el decimal, debido que al operar de esta
manera obtenemos los resultados que se adecuan a lo que se
busca:

@
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) 1 1 1 .y
Vease que rie 3= 5 yque X 6 =1, entonces, la condicion

que estdbamos buscando se encuentra eficientemente en

esta operacion, a lo que si generalizamos ello llegamos a la
expresion:

1
g D 5)

Donde D son los decimales del tiempo que se ubican aqui:

2:30
NI ©)

4 ,r
Entero

Decimal

En el caso de que D fuera por ejemplo: t = 2:35, la manera en
coémo se operarian los decimales seria asi:

L

Para finalizar la conversion, el entero perteneciente al tiempo
pasa a sumarse de este modo:

1
2 +(€ X 3.5) = 2.583... min ®
Al construirse la formula completa se concluye con:
1
t=E+ (—D ) 9
6
Donde E es el entero del tiempo sefialado en 6.

De esa manera, cuando se solucione la ecuacion 2 y sus ecua-
ciones derivadas tenemos primero que convertir el tiempo
usando la expresion 9.

Compases musicales con un quebrado ritmico
compuesto

Como habiamos establecido, la expresion 2 funciona eficien-
temente cuando se aplica a quebrados ritmicos simples,
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ahora, tenemos que desarrollar una féormula que permita
este calculo pero con quebrados ritmicos compuestos, que se
definen como aquellos compases cuyos tiempos son ternarios,
es decir, divididos en tercios y que la figura que representa el
tiempo es con puntillo (Herrera, 2022). Los pulsos para esta
clase de quebrados ritmicos son:

3 6 9 12

§=3b,§=6b,§=9b,?=12b (10)
Si analizamos la subdivision ritmica podemos darnos cuenta
de queelquebradoritmicocompuestoeslamitad delquebrado
ritmico simple, lo que nos hace intuir que la ecuacién 2 sélo
nos da la mitad de los compases musicales en la situacion de
un quebrado ritmico compuesto, entonces, la expresion para
los compases compuestos se da como:

Tt
Kmar =2 F (11)

Tiempo correspondiente a un quebrado ritmico
variado

Hasta el momento tenemos dos ecuaciones que sirven para
quebrados ritmicos simples y compuestos, a pesar de ello
dichas expresiones funcionan unicamente para canciones
con tempo y quebrado ritmico constante, y si bien es cierto
que ultimamente las canciones comerciales comparten esta
caracteristica no todas la canciones lo hacen, se sabe de
antemano que en una cancién durante el transcurso de ella el
tempoyelquebradoritmico pueden variar, por tanto,debemos
construir ecuaciones que satisfagan estas condiciones.

Vamos a empezar estudiando la situacién en donde el que-
brado ritmico cambia, para ello vamos a introducir dos
términos nuevos, el primero lo llamaremos quebrado ritmico
establecido, el cual se refiere al quebrado principal de la
cancién, después esta el quebrado ritmico variado, que hace
mencion del nuevo quebrado que se remplaza por el quebrado
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principal (establecido), por de pronto carece de importancia
si el quebrado ritmico variado es simple o compuesto.

Con 12 calculamos el numero total de pulsos que tiene el
quebrado ritmico variado ya que es la multiplicacién de
los nimeros de cambios del compdas variado N, es decir,
cuantos compases el quebrado ritmico variado permanece
en la partitura, ello se multiplica por los pulsos del quebrado
ritmico variado B,, de ahi que:

N,B, (12)

Aun asi, la ecuacién resulta incompleta porque falta el para-
metro temporal, el cual estd dado con la relacion:

. (13)

T
El producto de ambas expresiones nos permite obtener el
tiempo que afiade un quebrado ritmico variado a una cancién,

siendo:

1
to = N1Bi1i— 1
o 11T (14)

Compases musicales con un quebrado ritmico
variado

Junto a la expresion 14 llegamos a la formulacion de 15,
esta nos ayuda a obtener el nuimero de compases que se
deben escribir para una cancién donde se encuentra sélo un
quebrado ritmico variado, en otras palabras, si se empieza
con % siendo este el quebrado ritmico establecido y luego
cambiamos a % que es el quebrado ritmico variado y a partir
de aqui ya no hay cambios de quebrado, este es nuestro

contexto para la ecuacion 15.

Por ende, como el quebrado ritmico variado amerita su
propio tiempo de ejecucion que asi mismo afecta al tiempo
perteneciente al quebrado ritmico establecido se tendra que
obtener la diferencia entre el tiempo del quebrado ritmico
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variado con el tiempo del quebrado ritmico establecido, esto
nos va a dar como resultado el nuimero de compases que
satisfacen al quebrado ritmico establecido sin los niumeros
de cambios del quebrado ritmico variado, el cual pasa a ser
sumado finalmente.

De ahi que:

le- ()]
Hmar = 3 + Ny (15)

Compases musicales con multiples quebrado
ritmicos variados

El evento anterior es un acontecimiento muy poco recu-
rrente, loregular es que en una cancion se varie con diferentes
quebrados ritmicos, o mejor dicho, cambiar al establecido
para ir a uno variado con el fin de volver nuevamente al
establecido, por ejemplo, empezar en %, luego cambiar a %y

por ultimo regresar %.

En consecuencia, se remplaza en 15 las sumatorias totales
de los resultados de la férmula de los quebrados ritmicos
variados 14 y los numeros de cambios de los quebrados
ritmicos variados 1. Entonces las sumatorias serian:

Y= 2 (tO—l’ to_z ...), (3 z (N]_, N2 ...) (16)
Asi se reconstruye 15 como:

T [t — Z(to-1, to-2...)]
B

Kmar =

+ X(Ny, N5, ...) @a7)

Compases musicales con un tempo variado
Hasta el momento tenemos expresiones matematicas para
calcular el numero de compases cuando inicamente tenemos

quebrados ritmicos establecidos y variados que tienen un
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sélo tempo, que ahora denominaremos tempo establecido,
claramente, debemos recalcar que existen piezas donde
el tempo varia tal como los quebrados, a este tempo que
remplaza al tempo establecido lo llamaremos tempo variado.

Partiendo de 14, la siguiente expresién nos ayuda a calcular
el tiempo que genera el tempo variado, nétese que sodlo
cambiamos las variables de la ecuacion 14 ya que 14 y 18
son ecuaciones equivalentes.

1
= - (18)
t1= (np) -

1

Donde n es el nimero de quebrados ritmicos con un tempo
variado y P sus respectivos pulsos. Por tanto, 18 toma el
siguiente lugar en 2 de este modo:

T (S | P
B

Compases musicales con multiples tempos variados

La distincion de este evento al anterior es que en el primero
s6lo habia un cambio de tempo, aqui hallamos diferentes
cambios de tempo usando un quebrado ritmico simple o
compuesto.

Para lograr el objetivo, se requiere calcular la sumatoria de
t;, que es referente al tiempo que genera el tempo variado 18
y el de n el cual es el numero de quebrados ritmicos con un
tempo variado.

Y = 2(t1-1, t1-2...), & = Z(ns, n...) (20)
Entonces:

Hmar= il Z(tlé_l’ t1—2,...)]+2(n1, Ne, ...) @1
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Compases musicales con tempos y quebrados
ritmicos variados

A continuacién presentamos 22, la cual es la férmula que une
las expresiones que hemos propuesto previamente, dicha
expresion nos ayuda a saber cuantos compases debemos
escribir para una canciéon que tenga: tempos variados,
quebrados ritmicos variados, ya sea el quebrado ritmico
establecido simple o compuesto.

Entonces tenemos:

Umar =

T¢t-y) +0 (22)
|

Donde
Y = Z(to-1, to-2..)(t1-1, t1-2...) 8 = 2(Ni, N2...) (n1, n2...)  (23)

Con la ecuacion 22 tenemos todos los posibles contextos que
se pueden hallar en una cancién, de ese modo, finalizamos
con la exposicion de estas expresiones matematicas cuya
funcion es determinar el nimero de compases musicales en
una cancion y que a su vez, describen los compases musicales
en términos matematicos.

Figuras ritmicas

Una de las consecuencias de la ecuacion 2 es que si la des-
pejamos para el tiempo obtenemos una ecuacion que puede
definir matematicamente la duracion de las figuras ritmicas
o en funcion de los pulsos de cada una de ellas en lugar de
usar el pulso del quebrado ritmico.

_ Bttmar
o =—

7 (24)

Los pulsos pertenecientes a las figuras ritmicas los deno-
taremos con la letray, y que para cada figura le corresponden
los siguientes pulsos, cabe mencionar que los siguientes
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valores son correctos en el caso de que el valor del deno-
minador del compas es 4, ya que los valores de pulso son
relativos con respecto a la unidad de compds que se esté
utilizando y que esta a su vez definida por el denominador de
la cifra de compas.

Redonda
Y, =4b (25)

Blanca con tresillo

s = 3b (26)
Blanca
Y, =2b 27
Negra
Y, =1b (28)
Corchea
1
]/5 = Eb (29)
Semicorchea
1
y6 = Zb (30)
Fusa
_1 (31)
Semifusa
1
Silencio

Yo = 0b (33)
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Las ecuaciones 25, 26, 27, 28 y 33 se pueden generalizar con
la siguiente sumatoria:

4
U

Oo)=Y —
y=0

ar
= Y (34)

Donde y e N. Para satisfacer la corchea, semi corchea, fusa y
semi fusa, escribimos:

8
_ & fimar (1 35
O(V)_Zz T (7) 9
/y:

En 35 cuando y = 3 representa el tresillo de corchea, y al ser
v =5 es el quintillo de corchea.

Para considerar el tresillo o quintillo de negra la expresion a
operar debe ser:

8
Ooy=), “n;,ar (2%) (36)
y=2

Con el objetivo de encontrar una ecuacion que exprese las
figuras ritmicas tomando en cuenta las propiedades de 35 y
36, proponemos la siguiente sumatoria:

4 2 Umar
Toy=2, >, ——(ay) 37)

y=0a=1 r
Donde a €N, y€R

El hecho de que y eR ayuda a que las figuras 29, 30, 31 y 32
sean consideradas entre el intervalo de 0 a 1, no obstante,
abre la oportunidad a otra clases de figuras cuyo valor
pueden ser y=2.3boy=3.6b.Cabe sefialar que las ecuacio-
nes 34, 35, 36 y 37 para poder funcionar bajo el contexto de
las figuras ritmicas se debe cumplir que umqr = 1, debido que
se desarrollan dentro de un sélo compas.
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Larelacionde (i, conlageometria

A continuacién vamos a estudiar si existe alguna relacion
geométrica con umqr, NOS asistiremos del programa GeoGebra
siguiendo la hipétesis de que si al graficar los resultados de la
ecuacioén 2 para cualquier cancion obtendremos propiedades
geométricas que se relacionen con algunas de las variables
musicales, siendo dichas variables T, 8, t ¥ tmar , €sta hipote-
sis se fundamenta principalmente con los pensamientos de
Descartes, Leibniz y Euler referentes a que la musica puede
ser expresada con términos matematicos (Bertos, 2009). Cabe
mencionar que estamos usando la ecuacion 2 con el propo-
sito de facilitar las operaciones, aunque se debe entender
que esta hipdtesis se extiende para las demads ecuaciéon deri-
vadas de umaqr -

Primero resolvamos la cancién “And I Love Her — The Beatles”,
donde tenemos los siguientes datos.

T=112b * min, f=4b, t=2:29 min — 2.483...min (38)

Al analizar musicalmente la cancién nos damos cuenta de
que las variables T y 8 se mantienen constantes, por tanto, al
ecuacion a emplear sera 2. Resolviendo con los datos dados
de 38 obtenemos:

Limar = % :1123%}( 2.5 min = 70 min? (39)

De modo que la cancién “And I Love Her” tiene 70 compases,
ahora si en lugar de calcular el numero final de compases
musicales evaluamos en intervalos de tiempo mas pequerfios
y los insertamos en GeoGebra como puntos en el plano
cartesiano, asignando los minutos a el eje x y los compases
musicales al el eje y obtenemos:
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m* ® (2.5, 70)
@ (2.3333333333333, 65.3333333333333)
60{ @ (2.1666666666667, 60.6666666666667)

® (2 56)
@ (1.8333333333333, 51.3333333333333)

® (1.6666666666667, 46.6666666666667)

@® (1.5, 42)
40 1
@ (1.3333333333333, 37.3333333333333)

® (1.1666666666667, 32.6666666666667)

30 1
® (1,28)

@ (0.8333333333333, 23.3333333333333)

20 -
® (0.6666666666667, 18.6666666666667 )

® (0.5 14)
0@ (0.3333333333333, 9.3333333333333)

@ (0.1666666666667, 4.6666666666667)

(0, 0)
| nT 10 20 30 A

Figura 1. Puntos en el plano cartesiano de los resultados de 39

Al observar la figura 1 nos damos cuenta de que los puntos
en el plano cartesiano (exceptuando el punto (0,70)) aparen-
temente obedecen a una trayectoria trazada por una recta,
no es hasta el momento de colocar una recta entre los puntos

que se confirma la recta.
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70@ @ (2.5, 70)

(2.3333333333333, 65.3333333333333)

60 @ (2.1666666666667, 60.6666666666667)
(2, 56)

o—o-

5 @ (1.8333333333333, 51.3333333333333)

{1 6666666666667, 46.6666666666667 )

(1.5, 42)
40

(1.3333333333333, 37.3333333333333)

(1.1666666666667, 32.6666666666667)

30 1
(1, 28)

+0+H

(0.8333333333333, 23.3333333333333)

20 4
(0.6666666666667, 18.6666666666667)

(0.5, 14)

10® (0.3333333333333, 9.3333333333333)

(0.1666666666667, 4.6666666666667)

Figura 2. Puntos en el plano cartesiano con una recta tangente

Por otra parte, si pedimos a GeoGebra dibujar un poligono
a través de todos los puntos en la figura 1 obtendremos
aparentemente la forma de un tridngulo rectangulo.
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70 (2.5, 70)
(2.3333333333333, 65.3333333333333)

60 (2.1666666666667, 60.6666666666667)

(2, 56)
- (1.8333333333333, 51.3333333333333)
(1.6666666666667, 46.6666666666667)
(1.5, 42)
40
(1.3333333333333, 37.3333333333333)
(1.1666666666667, 32.6666666666667)
30
(1, 28)
(0.8333333333333, 23.3333333333333)
20

(0.6666666666667, 18.6666666666667)
(0.5, 14)
109 (0.3333333333333, 9.3333333333333)

(0.1666666666667, 4.6666666666667)
(0,0)

Figura 3. Poligono formado con los puntos en el plano cartesiano

La figura 3 hace que nuestra hipodtesis pase a ser una conje-
tura que dicta que la relacion entre los compases musicales
de una cancién en funcion de su respectivo tiempo forma un
triangulo rectangulo en el plano cartesiano.
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Por tal razdn, a partir de aqui hay que demostrar que las
propiedades del poligono de la figura 3 realmente pertenecen
a las de un tridngulo rectangulo, por ello presentaremos
las caracteristicas de esta figura y con ayuda del programa
GeoGebra iremos corroborando cada una de ellas.

Propiedad No. 1: La hipotenusa siempre es mayor que cual-
quiera de los catetos (Coxeter, 1969).

c>a, c>b (40)

Sabiendo que la hipotenusa de un triangulo rectangulo
es siempre el lado opuesto al angulo recto (Coxeter, 1969),
localizamos la hipotenusa aqui.

70

)71

a=90°

60

S0

«— Hipotenusa

40

30

20

10 10 20

Figura 4. i\ngulo recto y posible hipotenusa del poligono formado
con los puntos en el plano cartesiano
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Ahora, medimos la hipotenusa y los correspondientes cate-
tos ay b con la calculadora de GeoGebra.

p PO=25
70 0 = (2.5, 70)

60

50

40 0Q =70.0446286306095

PQ=70
30
20
10
Q=(0,0)
-10 0 10 20

Figura 5. Distancias de los lados del poligono formado
con los puntos en el plano cartesiano
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Con lo visualizado en la figura 5 y siendo la distancia de los
puntos OQ la medida de la hipotenusa, la distancia de los
puntos PO la medida del cateto « y la distancia de los puntos
PQ la medida del cateto b, se comprueba que se cumple la
propiedad No.1 =

Propiedad No. 2: El cuadrado de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos (Coxeter, 1969).

Considerando que el cateto a es PO y el cateto b es PQ,
pasamos a operarlos bajo el teorema de Pitadgoras.

c=VPO2 + PQ2 = 2.52 + 702 = \ 6.25 + 4900 =

\4906.25 = 70.0446286306095 (41)

Como el resultado de la hipotenusa en 41 es igual al de la
figura 5, entonces se dice que la propiedad No.2 se cumple =

Propiedad No. 3: Tiene dos angulos agudos que son com-
plementarios, es decir, que la suma de ambos es de 90 grados
(Coxeter, 1969).

Primero, calculamos los dngulos en GeoGebra.

En la figura 6 podemos ver que los dngulos 8y y son agudos,
es decir, miden menos de 90 grados, a continuaciéon proce-
demos a sumarlos.

p+v = 87.95459151° + 2.045408489° = 90° (42)

Por tanto, la propiedad No.3 se cumple =

Con estas tres propiedades satisfechas se es suficiente para
demostrar que el poligono de la figura 3 es un tridngulo
rectangulo, los demas enunciados o teoremas surgen como
corolarios (Coxeter, 1969). A continuacion, vamos a formalizar
esta relacién geométrica con los compases musicales.
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a=90° B = 87.9545915111128°

40

20

y = 2.0454084888872°

10 0 10 20

Figura 6. Medidas de los angulos del poligono formado
con los puntos en el plano cartesiano

Geometria con variables musicales

A partir de la figura 5 se establece que el cateto opuesto a
equivale analogamente a la variable musical t y el cateto
adyacente b es respectivamente unqr, respecto a la hipote-
nusa no tenemos un término musical con el cual asemejarlo,
por ende, en esta investigacién la consideraremos como un
nuevo término musical-matematico que se denotara con la

letra Ymar-
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a=t, b=umar, C=Ymar

b

Figura 7. Triangulo rectangulo ubicando sus variables musicales

Partiendo de estas tres variables musicales podemos escribir
un posible analogo al teorema de Pitagoras de esta manera:

llJmar =N Hmar?+t2 43)

A continuacién, basado en todo lo expuesto realizamos
preposiciones que busquen asociar las variables musicales
con las dreas de ciertas figuras geométricas en R2.

Preposicion No. 1

Sea un triangulo rectangulo ABC con sus respectivas varia-
bles musicales:

t
A—C

Umar

wmar

B

Figura 8. Triangulo rectangulo de la preposicion No.1

Se determina que la pendiente de los puntos B y C, es decir,
la pendiente de la hipotenusa se da con:

Hmar
o 44
BC t @9

Asi, partiendo de la pendiente mp- se establece que el area
del triangulo rectangulo se halla con la siguiente integral:
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t
A= @ J x dx (45)
0

Preposicion No. 2

Tomemos el tridngulo rectangulo de la preposicién No.1 y
rotémoslo 90 grados de modo que obtengamos:

C
Ymar

t

A

HUmar B

Figura 9. Triangulo rectangulo de la preposicion No.2

Se establece que para este tridngulo rectangulo la pendiente
de la hipotenusa mp- ahora es:

_t
My = Tprar (46)

Entonces, el area para tal triangulo rectangulo es:
.umar

Jx dx @7

0

Any =

Umar

Por tanto, si consideramos ciertas las preposiciones No.1 y
No.2, se puede construir la siguiente identidad:

Mmar

t
Hmar I xdx = t dex (48)
0

t mar
0

Preposicion No. 3

La siguiente preposicién es un analogo de las preposiciones
No.1y No.2 aplicada al rectangulo.

Donde siendo un rectdngulo ABCD con sus variables musi-
cales.
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Umar

Figura 10. Rectangulo de la preposicion No.3

Se determina que su area esta dada con la siguiente integral:

HUmar

0

Y que al rotar 90 grados dicho rectangulo.

A C
Mmar
B D

t

Figura 11. Rectangulo de la preposicion No.3

En este contexto su area es:

t
A(X) = J Umar dX (50)
0

Por ende, formamos una segunda identidad como:
Umar

tdx = Umar dX (51)

Ot~

Preposicion No. 4

Tomemos la ecuacién 50, al realizar la siguiente operacion
al limite superior é obtenemos el drea de un tridngulo rec-

tangulo:
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t
2

A(X) = Jllmar dx (52)
0

De esa forma, la ecuacion 50 que representa el area de un
rectangulo pasa a definir el area de un triangulo rectangulo.

De ahi que:

F Umar dx (5 3)

SY S,

t
Umar J x dx =
0

Preposicion No. 5

Sea un cuadrado cuyo lado es una variable musical.

Figura 12. Cuadrado de la preposicion No.5

Se determina que su respectiva area esta dada con la si-
guiente integral:

t
A(X) = JZX dx (54)
0

Preposicion No. 6

Dado un circulo cuyo radio es equivalente a una variable
musical.

Figura 13. Circulo de la preposicion No. 6
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Se propone que su area esta dada con:

t

A = Ian dx (55)

0

Preposicién No. 7

Sea una elipse cuyos semi ejes son variables musicales.

Figura 14. Elipse de la preposicion No. 7

Su area esta determinada por la siguiente integral:

t

A(x) . J'n';umar dx (56)

0

Preposicién No. 8

Sean los angulos de un tridngulo rectangulo § y y cuya
ubicacion es:

Y

Figura 15. Triangulo rectangulo mostrando los angulos Sy y

Se considera que el &ngulo 3 se determina con:

2B = ran* (£2r) (57)
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Respecto al angulo y este se deduce con:

Zy =180 - (£f +900) (58)

E igualmente, se pueden construir expresiones analogas a
las funciones trigonométricas con las variables musicales de
esta manera:

sinf=tmr  cosp= L ,tanﬁ=”";ar

wmar ’ wmar ( )
siny = ', cos y = Pmar  ton y=—t >
wmar ’ wmar ’ ﬂmar
Conclusion

Los resultados de esta investigacion dejan en evidencia que
es inevitable el hecho de no resaltar y tomar en cuenta las
propiedades geométricas que la musica tiene naturalmente,
mas alld de alguna aplicacién creativa vemos que las
ecuaciones surgen a partir de las variables musicales que
describen tanto los compases musicales como la geometria,
aunque nos hemos limitado tnicamente a definir las areas
de ciertas figuras geométricas planas es probable que se
pueda construir toda la geometria y trigonometria con
el uso de dichas variables musicales, ademas, aunque los
numeros de compases musicales varien entre canciones
resulta peculiar que ciertas estructuras simétricas se repi-
tan, tal patron podria contribuir a la tarea de ampliar el
analisis de los compases dentro de la geometria musical,
por ejemplo, considerar si el drea de la ecuacion 45 tiene
algun significado en el campo musical y extender esta hipo-
tesis al resto de los elementos geométricos de una figura.
Por otro lado, en este articulo solamente nos enfocamos en
los términos de escritura musical y el ritmo pero si en trabajos
futurosseinvolucralamelodiaalasecuacionespropuestas, en
consecuencia es posible que de acuerdo con la configuracién
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de los contornos melddicos, figuras geométricas como la
traslacién, la rotacion, la transformacion, etc., permitira que se
puedan construir nuevas hipdtesis relevantes para estudiar.

Por ultimo, tenemos la ecuacién 2 cuya consecuencia mas
importante es la de atribuir una unidad de medida a los
compases musicales la cual es min2, es decir, minutos al
cuadrado, este hecho nos lleva a pensar en que los compases
musicales van mas alla de sdélo ser una herramienta de
escritura musical, quiza ellos puedan tener la capacidad de
manifestar alguna propiedad fisica dentro de la musica.

Es asi como la idea de construir la geometria con variables
musicales e indagar més en el significado de los compases
musicales desde la perspectiva fisica y geométrica se
abordara en futuros trabajos.
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