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En este articulo, por medio del algebra
lineal, se propone un método matematico
pararepresentar y componer progresiones
armonicas. Primero, en relacion con
los acordes y los conjuntos de notas,
se retoman los conceptos matematicos
de la teoria neoriemanniana y pitch-
class set, para obtener las respectivas
ecuaciones. En segundo lugar, con la
férmula de la distancia entre dos puntos,
se interpretan las notas como puntos en
un plano cartesiano con sus vectores
bidimensionales. En tercer lugar, estos
sirven de base para construir poligonos
a partir de los conjuntos pitch-class set.
En cuarto lugar, similar a lo realizado
con las notas, se definen los acordes
triadicos como vectores tridimensionales
y tetradimensionales (esto es, de cuatro
variables: X, J, 2 y t) en los acordes con
séptima. Por ultimo, se introducen
las transformaciones lineales como
herramienta matematica para expresar y
generar progresiones armoénicas.

Palabras claves: Algebra lineal,
progresiones armonicas, teoria
neoriemanniana, teoria pitch class set,
transformaciones lineales.
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Abstract

In this article, a mathematical method
based on lineal algebra is proposed
to represent and compose harmonic
progressions. First, in relation to chords
and sets of notes, the mathematical
concepts of the Neo-Riemannian and
Pitch-Class-Set Theory are leveraged to
obtain the respective equations. Second,
with the formula of the distance between
two points, the notes are interpreted as
pointsin a Cartesian plane with their two-
dimensional vectors. Third, these points
serve as a basis for constructing polygons
from the pitch-class sets. Fourth, as with
notes, the triadic chords are defined as
three-dimensional and four-dimensional
(i.e., with four variables: X, y, 2 and
t) vectors in seventh chords. Finally,
linear transformations are introduced
as a mathematical tool to express and
generate harmonic progressions.

Keywords: Harmonic progressions,
linear algebra, linear transformations,
Neo-Riemannian theory, pitch class set
theory.
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Aspectos geométricos y algebraicos de la teoria neoriemanniana y pitch-class set

Introduccion

La teoria pitch-class set, o de conjuntos de clases tdnicas,
es un lenguaje musical construido con el propdsito de
sistematizar el analisis atonal (Perle, 1972). Esta teoria busca,
por medio del concepto de conjunto, analizar las relaciones
intervalicas entre las notas (Schuijer, 2008). En esa medida,
desde su origen, ese lenguaje guarda una relacién directa
con las matematicas, concretamente, con la teoria de
conjuntos (Suppes, 1972). De este modo, las notas musicales
pasan a ser comprendidas como numeros y, asi mismo, a ser
trabajadas con el algebra de conjuntos como, por ejemplo, la
union, la interseccion, etcétera (Forte, 1974; Vazquez, 2006).

Por su parte, la teoria neoriemanniana, grosso modo, es un
método de analisis armoénico cromatico propuesto por Hugo
Riemann y desarrollado por los tedricos musicales Richard
Cohn y David Lewin en los aflos 80 (Gollin & Rehding,
2014); uno de sus objetivos es estudiar la conduccion de
voces mediante el concepto de la transformacién (Cohn,
1997; Tymoczko, 2012). Tanto la teoria neoriemanniana y la
de conjuntos de clases tonicas han empleado la geometria
como base matematica (Hoffman, 2008; Purwins et al., 2007;
Roeder, 1987; Tymoczko, 2006).

No obstante, el campo matematico aplicado a ambas teorias
no se ha ampliado més alla del contexto anterior. Con ello
en mente, en este articulo extendemos dichos conceptos
al algebra lineal, en particular a las transformaciones
lineales, ya que con ellas se pueden describir con facilidad
las progresiones armonicas, al igual que con vectores
y matrices. Del mismo modo, con el desarrollo de esta
investigacion buscamos encontrar nuevos métodos para
componer progresiones armonicas.

1. Preliminares
En primer lugar, vamos a presentar y a explicar los conceptos
matematicos de la teoria de conjuntos de clases tonicas y
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de la neoriemanniana que se emplean en esta investigacion,
con el propdsito de ilustrar como se ha tratado la armonia
como objeto matematico.

11. Teoriade conjuntos de clases tonicas

Forma original: Se define como cualquier conjunto de notas
cuyo cardinal || no es mayor a seis notas, ni menor a tres
notas.

?TS = (ng,ny, Ny ... N5) (1.1)

Donde n, es cualquier nota musical, representada
numeéricamente segun los valores establecidos en la teoria
pitch-class set (Vazquez, 2006).

Forma ideal original: Hace referencia al conjunto de la
forma original ordenada cuyos elementos tengan entre ellos
la menor distancia intervalica.

Para conocer la distancia entre dos notas, se emplea la
siguiente formula (Vazquez, 2006):

(x,v)=y—x=n;, —ny (1.2

Encontrar la forma ideal original implica un proceso
relativamente complejo; a continuaciéon, proponemos
una serie de pasos. Supongamos un conjunto de notas
0. Primero, se deben poner sus elementos con el siguiente
orden de combinatoria (Grimaldi, 1998):

n) = (ng,ny,ny), md = (ny,nyny), 75 = (nyn0,n) (1.3

Nam. 17 (2024) q
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Como se puede observar, este paso es simple; solo tenemos
que recorrer nota por nota. Después, con la férmula 1.2,
operamos de la siguiente manera:

(Mg —ng) + (ny —ny) = d
(ny —ny) + (g — ny) = d; (.4)

(ng —nz) + (g —np) =d;

Donde d, corresponde a la distancia intervalica de cada
conjunto. Algunas soluciones pueden ser nimeros negativos;
en ese caso, debe sumarse o restarse doce de acuerdo con
el método mod12 (Chapman, 1981). Por ende, para satisfacer
esta condicion intervalica, construimos la siguiente funcion
que sera aplicada a las soluciones de 1.4:

sid; EN" = d; + 12
mod12 = {sid; EN* /d; <12 = d; + 0
sid; €N*/d; >12 = d; — 12 (1.5)

Veamos un ejemplo. Encontremos la forma ideal original del
conjunto (4,7,11):

(7-4H)+(11-7)=7
1M1-7)4+(4-11)=(-3+12)=9
4-11)+(7-4)=(—-4+12)=8 1.6

De este modo, el conjunto de la forma ideal original es (4,7,11)
ya que su distancia es la menor.

Forma invertida de la forma ideal: Es el conjunto invertido
del conjunto de la forma ideal original. Su féormula es:

foy =12 —1n; @)
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Retomemos ahora el conjunto (4,7,11) y encontremos su forma
invertida.

(12 —4),(12-7),(12 - 11) = (8,5,1) (1.9

Asi, el conjunto de la forma invertida es:

(8,5,1) (1.9

La forma generalizada de la forma invertida de un conjunto es:

FS = (Hn: ﬁpnz---ﬂs) (1.10)

Forma ideal invertida: Es el conjunto de la forma invertida
de la forma ideal cuyos elementos tengan la menor
distancia intervalica. Para encontrarlo se aplica el mismo
procedimiento visto en 1.6.

En este caso, el conjunto de la forma ideal invertida para el
conjunto es:

70 = (1,5,8) (1.11)

1.2. Teoria neoriemanniana

Respecto a la teoria neoriemanniana, nos interesa la
representacion matematica de las cualidades de los acordes
tonales (Herrera, 2022), asi como de sus transformaciones.
Usando una variacion de la notacién utilizada por Cannas
(2018), expresamos cada cualidad de acorde triadico (tabla
1) y tetradico (tabla 2).
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Acordes

triadicos Formula

Acorde M o_
mayor AM = [(ng + 0) + (ng + 4) + (ng + 7)) (nod 12)

fxnce%rcc)ire A™ = [(ny + 0) + (Mo + 3) + (N + 7)(mod 12)

Acorde D _ .
disminuido |4 = (o +0)+(ny + 3) + (o + 6)](mod 12)

Acorde A _
aumentado | A7 = [ +0) + (g +4) + (n + 8)](mod 12)

Acorde ) ,
fiuspendido A%t = [(ng + 0) + (ng + 2) + (ng + 7)](mod 12)
0s

Acorde .
suspendido | 4%* = [(ny + 0) + (ny + 5) + (ny + 7)](mod 12)
cuatro

Tabla 1. Formulas para los acordes triadicos

Acordes

tetradicos Formula

Acorde mayor i
con séptima Ayl = [(ng +0) + (ng +4) + (ng + 7) + (ng + 11)]
mayor

Acordede
dominante siete

AL = [(ng + 0) + (ng + 4) + (g + 7) + (ng + 10)]

Acorde mayor
con septima ATDS = [(n 4 0) + (nn + 4) + (10 4 6) + (1 + 10
menor, bemol = = o +0) + (o + 4) + (g + 6) + (np + 10)]
cinco

Acorde menor .
con séptima Am = [(ng +0) + (np + 3) + (ng + 7) + (ny + 10)]
menor

Acordp menor .
con séptima Am' = (g + 0) + (ng + 3) + (np + 7) + (ng + 11)]
mayor

Acorde a7
semidisminuido | 47 = [(ng + 0) + (g + 3) + (1g + 6) + (ny + 10}
siete
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Acorde o
disminuido A =g +0) + (ng +3) + (ng + 6) + (ny +9)]
siete

Acorde a7
aumentado con | A% = [(ng +0) + (ng +4) + (ny + 8) + (ny + 11)]
séptima mayor

Acorde A7
aumentado con |47 = [(ng + 0) + (g + 4) + (np + 8) + (ny + 10)]
septima menor

Tabla 2. Férmulas para los acordes tetradicos

En cuanto a las transformaciones neo-riemannianas (Gollin
& Rehding, 2014; Hughes, 2021), utilizamos la notacién de
Tymoczko, la cual indica el movimiento intervalico en la
conduccion de voces (Tymoczko, 2011):

0, 0, +2 0, -1, 0 -1, 0, 0
R=——, P=———, L=———

+1, 0, +1 0, +1, +1 1, =1, +1
S = ) N = 3 H = , (1.12)

Las transformaciones 1.13, en su forma inversa son (Fiore et
al., 2013):

, 0,0, -2 , 0, +1, 0 , +1,0,0
R=—, P=—, L =—>s

., =10 -1 , , =1, = , L 41, -1

S'=— 5 N=—, H=—— 5 (113

De modo que, combinando ambas notaciones, obtenemos las
siguientes formulas:

R = [(ng + 0) + (g + 4) + (g + 7)](mod 12) ———

0, =1, 0
P = |(]"1|:|. + U:} + (HD + 4) + (n[. + ?]|(mﬂd 12) E—

L = [(ng + 0) + (ng + 4) + (ng + 7)] (mod 12) =5 (1.14)
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Veamos un ejemplo de solucién. Tomemos el acorde mayor
cuando n0=3 y operemos las transformaciones R, Py L:

0, 0, +2
R =[3+7+10](mod 12) ———5 [3 + 7 + 12]
0, =1, 0
P=13+7+10|(mod 12) —— |3+ 6 + 10]

-1, 0, 0
L=[3+7+10](mod 12) —— [2+ 7 + 10] (1.15)

2. El movimiento melédico como un vector

Ahora enfoquémonos en el procedimiento para calcular el
conjunto de la forma ideal original en 1.2. Resulta peculiar
que la forma de la ecuaciéon Nj se parece bastante a la férmula
de la distancia entre dos puntos (De Oteyza, 2005), la cual es:

d? = (x; = )% + (v, = ¥1)? @.1)

Podemos reescribir la féormula de la distancia intervalica de
1.2, de esta manera:

dy = (ny —ng) + (n; —ny) (2.2)

Alcomparar2.1y2.2,senotaaunmaslasimilitud entre ambas
expresiones, pues basta con elevar al cuadrado e incluir una
raiz cuadrada en los términos (n,-n,)) y (n,-n,) para obtener
una ecuacion analoga a 2.1:

dy = (N1 —ng)? + (n; — ny)? (2.3)
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Revista de misica de la Universidad EAFIT RICERCARE

En consecuencia, cabe la interpretacién de que en 2.3 las
notas musicales n, sean puntos en el plano cartesiano.
Entonces, a partir del conjunto:

ﬂ-g = (Hn, -711-'-"12) (2.4-)

se podrian formar los siguientes puntos cartesianos (Coxeter,
1969):

T = (ng,my), M2 = (ny,my) (2.5)

De este modo, para el punto g}, las notas simbolizan: n =x,,
n,=y, ; en cambio, para el punto xZ las notas representan:
n=x,,n,=y,.

La interpretacién de que dos notas musicales sean puntos
en el plano cartesiano coincide con el trabajo de Tymoczko
(2011); la diferencia estriba en que Tymoczko emplea la
notacion musical anglosajona, mientras que, en este articulo,
recurrimos a la representaciéon numérica de la teoria pitch-
class set. Esto permite utilizar valores reales en el plano
cartesiano.

Si interpretamos el movimiento melddico (Assinnato &
Musicco, 2013) de un conjunto de notas como uno ciclico,
dicho movimiento se visualizaria de la siguiente forma:

Ng — 1M, — Nz — Ny (2.6)

Asi, tendriamos tres puntos, en lugar de dos, los cuales son:

S = (ng,nyny), mh = (ng.ny), ?Tg = (n,ny), ?Trgr = (nz, 1) (2.7)

Una melodia puede ser representada mediante secuencias de
vectores (Song et al.,2002), pues cuenta con direccién, médulo
y sentido. De modo que, aceptando dicha interpretacion,
podemos formar los siguientes vectores:

_— _— _—

T 1.2 2.3 7 31
Vo = mpmg, WV =my my, Vo = My (2.8)

Nam. 17 (2024) 10
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Donde n =11, n,=4, n,=7 para el conjunto y los puntos del
conjunto 2.7. Los vectores 2.8 graficados con el software
GeoGebra se visualizan de la siguiente forma (figura 1):

q . [ F 8 ¥ w0

Figura 1. Vectores del conjunto 2.7

Elconcepto visto enlas ecuaciones 2.7y 2.8 puede extenderse
al conjunto de la forma ideal invertida, como también al
conjunto retréogrado de la forma ideal original 7% y al de
la forma ideal invertida T;?g, respectivamente. Asi, en total
obtenemos:

(A) Puntos y vectores del conjunto de la forma ideal original:

’Tﬂﬂ = (ng, ny, na), Hﬂl = (ng.ny), "Tg = (ny,ny), “3 = (nz,np)
i3 373 7 30
Vo = mpmy, Vy = mg g, Vo = mam (2.9)

(B) Puntos y vectores del conjunto retrogrado de la forma
ideal original:

——

rﬂ,g = (ny,ny,ng), r“’é = (nyn,), ;;;jaﬂé = (ny,ng), ;jj:iﬁg = (ng,ny)
Vi = Frdimd, = Fmdimd, V= T
[ e L e i (L Bl LR R 1] (2.10)
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(C) Puntosy vectores del conjunto de la forma ideal invertida:

*'ﬁ[: = (=g, 7y, #2), “‘[1: = (rg,#y), 5“‘5’ = (#y,%,), FFF = (#,,%9)
V, = momg, Vi =#5m, V= &R (2.11)

(D) Puntos y vectores del conjunto retrégrado de la forma
ideal invertida:

'jﬂﬁg = (B, 1y, 7)), rﬂ% = (B2, 974), ;jrzﬂg = (#y,%9) r?ﬁ:% = (29, %2)
V= lwmglwg, Ve = lwglmg, V= Twgwg

(2.12)

Por lo tanto, la ecuacién 2.3 describe la trayectoria del
movimiento melédico J de un conjunto de notas musicales.

El cual se expresa del siguiente modo:

I =1[(ny = np)? + (ny = ny)%] =+ [(np = n)* + (ng = n2)%] + [(ng = n2)* + (ny = np)°]
(2.13)

3. Poligonos de la teoria Pitch-Class Set

Regresemos a la representacion visual de la trayectoria
J en la figura 1. Otra manera de estudiarla es trazando un
poligono entre los puntos de las coordenadas, de modo que
obtenemos (figura 2):

Figura 2. Poligono formado por los puntos del
conjunto 2.7

Nam. 17 (2024) 12
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De esta manera, ahora el andlisis se centra en el poligono,
en lugar de los vectores. A continuacién, graficamos los

otros puntos de los conjuntos: 7z?, &0y I#0, y obtenemos las
siguientes figuras geométricas (figura 3):

] L] ¥ L] L] L] " LT (8] H L] L] 1

Figura 3. Poligonos formados por los puntos de los conjuntos

T
T, T, T ¥ %,

Claramente, se observa el patron geométrico que se forma en
las cuatro figuras, donde el poligono rojo esta formado por
los puntos del conjunto z3, el azul por los del conjunto 7l €l
verde porlosdel conjunto T,T'g, y elnaranja porlosdel conjunto
I#%, respectivamente.

Una de las propiedades que comparten estos poligonos es
que, en los cuatro, se obtienen los mismos valores de areas y
angulos (figura 4).

Josué Alexis Lugos Abarca 13
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ol L [T, dren de ARG = 185

U Amads DEF = 185

Figura 4. Areas y angulos de cada poligono

Por ultimo, tomemos el poligono de la figura 3 y unamos los
veértices fronterizos, para construir asi un nuevo poligono
(figura 5):

1 2 3 s 3 L ¥ 3 L] 1w mn Lr) 13 L2 b hL]

Figura 5. Poligonos formados por los puntos de los conjuntos
0, w1l il y Fxd con sus vértices fronterizos unidos

Veamos los poligonos que se forman con los siguientes
conjuntos:
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Revision afinatoria de las bases naturales del armonia

(A) Puntos y vectores del conjunto de la forma ideal original:

7l =(0,511), mi=(0,5), n¢ = (5,11), m = (11,0)

= 1 A i B B s
Vo = mymy, Vy = mgmy, Ve = mym, (3.1)

(B) Puntos y vectores del conjunto retrégrado de la forma
ideal original:

(3.2)

(C) Puntosy vectores del conjunto de la forma ideal invertida:

&0 =(12,7,1), # =(12,7), &2 = (7,1), = = (1,12)

— glg? ' — 223 V= g3
= #pRy, Vi =&y Ay V= 7

L

W

(3.3

(D) Puntos y vectores del conjunto retrégrado de la forma
ideal invertida:

T Fo1F_2 T Fo2¥F_3 T F-3 7 _1
V= oy odg, Vi = ofgofg, V= /g o (3.4

Gustavo Yepes Londofio 15
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Graficando los puntos de coordenada, obtenemos el siguiente
resultado (figura 6):

Figura 6. Poligonos formados por los puntos de los conjuntos 3.1, 3.2,
3.3y 3.4, con sus vértices fronterizos unidos

El Apéndice 1 del libro Structure of Atonal Music de Allen
Forte (1974) presenta una lista de conjuntos. En el Anexo 1 al
final del presente articulo se puede apreciar la visualizacién
geométrica de los primeros doce conjuntos, los cuales
presentan simetrias. Asi mismo, el Anexo 2 incluye los
poligonos que se forman para cada cualidad de los acordes.

El area de cada poligono se puede calcular con la siguiente
férmula (Fisica46, 2011):

1 , .
A= 3 [(n)? + (n1)? + (nz)?] — [ngny + nyng + nyny| (3.5)

Esta formula funciona si y solo si |n0'3| = 3.

A continuacién, presentamos las formulas para calcular
el area cuando los conjuntos tienen diferentes numeros
cardinales.

Nam. 17 (2024) 16



Aspectos geométricos y algebraicos de la teoria neoriemanniana y pitch-class set

Si |1r.'§j'|= 4, entonces, se utiliza:
1 2 2 2 2
A= > [(ng)* + ()% + (n2)* + (3)*] — [ngny + nynz + nang + nany |
(3.6)
Si |r.-:0'3|= 5, entonces, se utiliza:

1 ) ) ; . ;
A= El(nﬂjd + ()% + (np)* + (n3)* + (ng)?] — [ngny + nynz + npng + nang + nyny|

(3.7)
Si |1r3|= 6, entonces, se utiliza:
1 2 2 Z 2 2 2
A= 3 [(np)* + (n1)* + (n2)* + (M) + (ny)* + (ns)?] —
[ngny + nyng + NNy + Nang + NNy + Ngiy |
(3.8)

Si |1r,'§|= 7, entonces, se utiliza:

A= E[(nn)z + (1) + (n2)* + (n3)* + (Ny)? + (ns)* + (ng)?*] —

[ngny + nyng + oy + NaNts + NyNg + NNy + NNy |
(3.9)

Si |1r3 |= 8, entonces, se utiliza:

A= % [(no)? + (n1)? + (M2)? + (13)% + (ng)? + (n5)% + (ng)? + (n7)?] —

[ngny + nyng + nany + NaNs + NaNg + NsNy + NgNg + Mgty |

(3.10)

Josué Alexis Lugos Abarca 17



Revista de misica de la Universidad EAFIT RICERCARE

Para concluir esta seccion, planteamos la siguiente conjetura
descubierta en la investigacién de la ecuacion 3.5:

Sea ;1-3 el conjunto de la forma ideal original, tal que
|n8| = 3, ¥ ®§ el conjunto de la forma invertida de la forma
ideal, tal que |#§| = 3. La suma de los elementos de st y #g es
igual al producto de |ng|mgd12.

(ng +ny +ny) + (vy + 7y +10,) = |1 |lmod12  (3.11)

Sean tres conjuntos r = (9,2,6), ! = (4,11,0), n? = (5,1,8)
, cuya forma ideal original es:
) =(2,6,9), n° =(11,0,4), 7! =(1,5,8), y la forma
invertida de la forma ideal de los tres conjuntos es:
20 = (10,6,3), =0 = (1,12,8), = = (11,7, 4).

Al aplicar la ecuacién 3.11, obtenemos:

{2+6+9)+(10+6+3) =|nf|mod12} — (B.12)
(17419 =3x 12} —
{36 = 36}

{11+ 0+4) + (1 + 12 + 8) = |nf|mod12} —
{15+21=3x12} —
{36 = 36}

{(1+5+8)+ (11 +7 +4) = |nf|mod12} —
{14+22=3x12} —
{36 = 36}

Si bien es cierto que estos resultados no pueden demostrar
o refutar la conjetura propuesta en 3.11, dicho patrén
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numérico anima, en futuros trabajos, a una investigacion
mas profunda.

4. Sobre las transformaciones lineales y las
progresiones armonicas

Una transformacion lineal se define como una funcién
relacionada con la multiplicacién de matrices, la cual tiene
la siguiente forma (Anton, 2010):

a b ¢\ x ax + by + cz
d e f (y): dx +ey+fz
g h i/ \z gx+hy+iz/) @1
x a b c
Donde (y) es un vector; lamatriz[d e f) es la funciodn,
Z g h i
ax + by +cz

y| dx + ey + fz | esla férmula para calcular el nuevo vector.
gx + hy +iz

En términos algebraicos, los conceptos de funcién y
transformacién son similares; sin embargo, el segundo
introduce la nocién de movimiento (Kolman & Hill, 2006), el
cual se percibe en la melodia, pero también en la progresién
de acordes (Granja, 2021). En esta seccién estudiaremos las
progresiones armonicas mediante este concepto matematico.
Para ello, tenemos que definir los acordes musicales como
vectores.

Anteriormente se presento la férmula de un acorde menor, la
cual es:

A™ = [(ng + 0) + (ng + 3) + (ny + 7)(mod 12) 4.2)
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Al resolver la ecuaciéon 4.2, siendo n,=0, la férmula se
simplifica:

A™ = [0+ 3+ 7](mod 12) (4.3)

Generalizando esta notacién, obtenemos la siguiente

féormula:

A™ = [ng +ny +ny](mod 12) (4.4)

Donde ng = x, Ny = ¥ ¥ Ny = Z. Ante esta nueva definicion, el
acorde de Do menor es:

A™ = (x+ 3y +7z) 4.5

De este modo, podemos expresar el acorde 4.3 como un
vector en el espacio tridimensional (figura 7):

0
(3) @)
7

Figura 7. Vector 4.6 representado en tres dimensiones
Ahora, proponemos la siguiente transformacién para el

vector 4.6:

0 1 1y /0
0 1 0/]3
0 0 1/ \7/ @7
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Que resolvemos con la férmula 4.1:

001 0]|3]=(0x0)+(1x3)+(0x7)=(0+3+0)=3

(D 1 1)({}) (Ox0)+(1x3)+(1x7)=(0+34+7)=10
0 0 1/\7 (0x0)4+(0x3)+(1x7)=(04+04+7)=7

. (4.8)
Es decir, obtenemos el vector:

10
3)
7/ (4.9)

El cual, en el lenguaje pitch-class set, se traduce en el acorde
de Eb mayor. De este modo, la transformacién lineal 4.7
representa la siguiente progresion armonica:

0 1 1y /0 10
0 0 1/ \7 7 (4.10)

Figura 8. Progresion armonica de la transformacion lineal 4.

De modo que la matriz 4.10 es la transformacién de la teoria
neoriemanniana, que va de Do menor a su relativa, Eb
mayor. De esta forma, vamos componiendo una progresién
armoénica. Luego continuamos con el vector 4.9, para el cual
proponemos la siguiente transformacion:

0 0 2\ /10y @11
(1 0 1)(3)
00 1/\7

Que resolvemos como se muestra a continuacion:

(4.12)
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1 0 1) 3]=(1x100+0x3D+(1x7D=10+0+7)=17

0 0 2y 710 Ox10)+(0xD+2=xT)=({0+0+14) =14
({} 0 1)(?) (Ox10)+(0x3)+(A1x7)=(0+0+7)=7

Como resultado, tenemos el vector:

14
7/ (4.13)

No obstante, los numeros 14 y 17 no se adecuan al lenguaje
pitch-class set. La solucién es aplicar la funcion del método
mod 12:

14 14 —-12 =2
(l?) modl2 = (1? —12 = 5) (4.14)

7 7T—0=7

Por ende, el vector final es:

0 0 2y /10 2

(1 : 1)(3)m0d12=(5)

0 0 1 7 7/ (4.15)

Que se traduce en un acorde de Sol siete omitiendo su tercera
(Si), y complementa la progresién 4.10 de este modo:

0 1 1y /0 0 0 2y /10 2
([} 1 ﬂ)(E)—*(l 0 1)(3)mﬂd12 =<5)
0 0 1/ \7 0 0 1 7 7/ (4.16)

il B a7
i
mf
e e o

Figura 9. Progresion armdnica de las transformaciones lineales 4.16
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Sigamos la operaciéon hasta lograr una progresion mas
grande. Ahora empleamos:

1 0 0Oy /2

(0 1 o(c)

1 0 1/ N @1y
Para la siguiente solucién:

0 1 0)J[5]=(0x2)+(1x5)+(0x7)=(0+5+0)=5
1 0 1/ \7 (1x2)+(0x5)+(1x7)=(24+0+7)=9
(4.18)

(1 0 n)<z> (1x2)+(Ox5)+(0x7)=(2+0+0) =2

Con la que obtenemos un acorde de Re menor:

1 0 0Oy /2 2
1 0 1/ \7 9/ (4.19

Pasemos a una ultima transformacion lineal:

21l5)]=(-1x%x2)+(0x5)+(2x9)=(—24+0+18) =16
0/ \9 (1x2)+(1x5)+(0x9)=(2+5+0)=7

(4.20a)

( 0 0 D)(Z) (0x2)+(0x5)+(0x9)=(0+0+0)=0
-1 0
1 1

Debido al nimero 16, aplicamos el método mod12:

0 0—-0=0
(16) modl2 = (16 —12 = 4)
7 7T—0=7 (4.20b)

De la ecuacion 4.20b, obtenemos el acorde de Do mayor:

0 0 Oy /2 0
(—1 0 E)(E)modlz = (4)
1 1 0/1\9 7/ (4.21)

Recapitulando todas las transformaciones lineales, la
progresién completa se expresa con
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0 1 1 0 0 0 2y /10 1 0 0Oy /2
(U 1 U><3);«*<1 0 1)<3>mad12—><[} 1 U)(E)H
0 0 1 7 0 0 1 7 1 0 1 7
0 0 0O /2 0
(—1 0 2)(5)mad12 = (4)
1 1 0/ \9 7
4.22)
J=32cm Eb ar Dm I
éﬁ' Ak i ey
LB i ik m
T: e bo a -
4

Figura 10. Progresion armonica de las transformaciones lineales 4.22

Estos son los vectores tridimensionales de cada acorde
(figura 11):

Figura 11. Vectores de los acordes en la progresion 4.22

Todas las matrices que hemos descrito representan las
transformaciones neoriemannianas, las cuales pueden ser
agrupadas en una sola, denominada matriz de composicién
de funciones (Anton, 2010); la cual, para la progresion 4.22 es:

0 0 0
(ﬁﬂ4)
0 1 4/ @4.23
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Para corroborarlo, resolvamos:

0 0 0\ /0 (0x0)+(0x3)+(0x7)=(0+04+0)=0
(ﬂ 0 4)(3)=(ﬂ>{ﬂ)+(ﬂ><3)+(4x?)=(I]+I]+28)=28
0 1 4/ \7 (0x0)+(1x3)+(4x7)=(0+3+28)=31

(4.24)
Nuevamente, empleamos la funcion del método modi2:

0 0—0=0 0 0—-0=0
(28)m0d12 = (28 —12 = 16) — (16)1’:1&&12 = (15— 12 = 4) =
31 31—-12 =19 19 19-12=7

<ﬂ)
4
. (4.25)

Por lo tanto, otra manera de escribir 4.22 es:

0 0 0N /0 0
0 0 4|(3|modl2=|4
0 1 4/ \7 7/  (4.26)

Representando asi la transformacion P' de la teoria
neoriemanniana, que va de Do menor a su paralelo, Do mayor.

Hemos visto que una transformacién lineal es una funcion
que toma un vector y regresa a otro vector mas (Molina
& Oktag, 2007), el cual suele ser diferente. Debido a la
adecuacion matematica que el lenguaje pitch-class set ha
introducido en la musica, hemos relacionado dicho concepto
con las progresiones armonicas. En consecuencia, tal accién
requiere darle una nueva interpretacion a este concepto, el
cual es simple: a medida que una cancién o una pieza musical
avanzan, los acordes se van transformando en otros mas, y
asi sucesivamente hasta llegar al acorde final.
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Al introducir la matriz de composicién de funciones MCEF,
sobresale aun mas la nociéon del acorde inicial y final:

Meétodo mod 12
0O 0 0 0 0
MCF 0 0 4]|3]|modl2=|4
0 1 4/ \7 7
e E—

Acorde micial Acorde final (4.27)

De modo que en MCF se halla “compactado” el camino o los
acordes que nos llevaron al acorde final.

En otras palabras, en la forma 4.27 observamos cuatro
elementos: el acorde inicial, el acorde final, la MCF y el
método mod 12. Ellos conforman una transformacién lineal
armonica. De acuerdo con el desarrollo realizado, sabemos
que se trata de una progresién; sin embargo, ignoramos
cudles son los otros acordes que conforman dicha progresion.

Esto es valido si solo observamos la matriz 4.27, pues
conocemos esos acordes. No obstante, esta premisa nos sirve
de base para formular las siguientes preguntas:

1) Considerando la matriz de composicion de funciones,
¢toda progresion armoénica de una cancién u obra
musical se podria compactar dentro de una matriz?

2) ¢Toda matriz de composicién de funciones tendra la
caracteristica de contener progresiones armoénicas?

3) Asimismo, en este contexto, ;se puede tomar una matriz
3x3y asignar nimeros de manera aleatoria, para después
descomponer dicha matriz y encontrar progresiones
armonicas?

Es decir, seguir el procedimiento contrario al que empleamos
en 4.22; por ejemplo, esta matriz aleatoria que funciona como
MCF:
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0 -1 2
(1 0 u)
I 10 (4.28)

¢Esposiblequeconunmétodomatematicopodamosencontrar
las progresiones armoénicas que yacen “compactadas” en
esta matriz? De ser asi, este seria un método de composicion
bastante interesante, pues bastaria con poner ciertos
numeros en una matriz 3x3, y descomponerla, para descubrir
sus progresiones armoénicas.

Ejemplifiquemos ahora este método con las transformaciones
lineales del standard de “All the things you are” (Rawlins, 2004).

A1 - p"l_h. . EPH.l . _ i .

pha gkt ;},.i-: ] (=5 ghe)

Corwilaht @ LPF TEIVERSAL - FLSSRAR wiERESTiOMRL PYBLISmiN  ExC
Feqyrighe Barewml

—_

Figura 11. Standard de “All the things you are”. Fuente: The Real
Book. Volume I. Sixth edition (C instruments).
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Por esta ocasién, omitimos el intro del standard, comenzando

en head.

Los vectores que representan los acordes de este standard

tendran cuatro variables, esto es, x, ¥, z y t, debido a que los

acordes de séptima contienen cuatro notas (Herrera, 2022).
En consecuencia, las matrices de transformacioén seran 4x4.
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El ultimo acorde es:

= oo

3
lo que corresponde a Fm7, ya que estamos considerando la
solucién de la célula del compas 36.

A continuacion, combinemos lo desarrollado en esta seccién
junto con las anteriores:

Siinterpretamoslosconjuntos 1.6y 1.11comoacordesenlugar
de melodias, descubrimos que n (4 7,11) representa el
acorde de Mi menor, y el conJunto ;Eﬂ = (1,5,8) el acorde de
Do sostenido mayor. Reinterpretemos los puntos y vectores
para ambos conjuntos, incluyendo sus retrogrados, a la luz
de lo analizado en esta seccion:

(A) Puntos del conjunto de la forma ideal original:
gy = (11,4,7), s = (11,4), nt = 4,7), ng =(7,11)
(4.30)

(A.1) Cuyos vectores son:

G=mm=(). n=mm=(). 7= am=)
(4.31)

(A.2) Sus transformaciones lineales son:
({1} —11) (141) - (2 D G) - (—01 D (1?1) - (141)
(4.32)

(B) Puntos del conjunto retr(’)grado de la forma ideal original:

Il =(7,4,11), Imp=(7,4), Ink=(4,11), fmg =(11,7)
(4.33)
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(B.1) Cuyos vectores son:

(B.2) Sus transformaciones lineales son:
Ci i) (D - (—Dl 1) (141) - ([1] —11) (1?1) —

(C) Puntos del conjunto de la forma ideal invertida:

70 =(1,8,5), # =(1,8), #Z=(8,5), #8 =(51)
(4.36)

(C.1) Cuyos vectores son:
i =mm=(1) h=mm =) V=mm=)

5 1

(C.2) Sus transformaciones lineales son:

SIO-(1 )O-CH0-0

(D) Puntosdel conjuntoretrégrado delaformaidealinvertida:

w0 =(58,1), Iwl=(58), ‘&= (81), & =(1,5)
(4.39)

V= fmm=0) n=mm=) n=mm= )
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(D.2) Sus transformaciones lineales son:
0 1
(i )O-C DO-C DO-C) ww

En la figura 12 se puede apreciar la representacion visual de
los vectores de cada conjunto con sus respectivos poligonos:

Figura 12. Puntos, vectores y poligonos de los conjuntos 4.30, 4.33,
4.36y4.39

En la musica, las matrices 4.32, 4.35, 4.38 y 4.41 expresan
sucesiones de intervalos armoénicos (Herrera, 2022), los
cuales son:

J=82
|

el

z 2 i

mf
Figura 13. Intervalos armdnicos de las matrices 4.32

fi 'I B
(3= 2 : ]
mf
Figura 14. Intervalos armonicos de las matrices 4.35
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- =82
ok : 3 : ]
nf
Figura 15. Intervalos armdnicos de las matrices 4.38

=5
uf

Figura 16. Intervalos armonicos de las matrices 4.41

.
o
3 4 .
===

5. Las transformaciones lineales y el tonnetz

En 1739, el matematico Leonhard Euler propuso un diagrama
que lograba expresar de manera simétrica las relaciones
armonicas utilizadas en la musica clasica europea,
denominado tonnetz (Euler, 1739). En los siglos XIX y XX, los
tedricos e investigadores desarrollaron la version moderna
del tonnetz (Cohn, 1997; Gollin & Rehding, 2014; Tymoczko,
2012), la cual es:

VAVAVAVAVAVAVA
\VAVAVAVAVAVAVA
\VAVAVAVAVAVAV,
\VAVAVAVAVAVAN
VVVVV N

Figura 17. El tonnetz
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A partir de la figura 17, similar al trabajo de Tymoczko (2012),
se generaliza el tonnetz con la notaciéon que vimos en la seccion
1. De este modo, con el siguiente diagrama, derivado del
tonnetz, es posible representar la armonizacién de cualquier
escala mayor, con excepcion de la de séptimo grado:

Figura 18. Armonizacion de una escala mayor, generalizada en el
tonnetz

Esto se puede replicar en los demas modos o escalas. No
obstante, el centro de interés de esta investigaciéon estriba
en los acordes; por consiguiente, ignoramos las escalas y
presentamos las generalizaciones de algunas cualidades de
los acordes.

Acordes mayor y menor, respectivamente (figura 19):

ng+0 ng+7

ny+0 ng+7

Figura 19. Acordes mayores y menores generalizados en el tonnetz
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Acorde aumentado y disminuido, respectivamente (figura 20):

Tl

Figura 20. Acordes aumentados y disminuidos generalizados en
el tonnetz

Acorde mayor con séptima mayor y acorde menor con
séptima menor, respectivamente (figura 21):

@ 0 n{l+3 Itu+l
Ny + 4

Figura 21. Acordes mayores con séptima mayor y menores con
séptima menor generalizados en el tonnetz

Acorde dominante siete (figura 22):

Figura 22. Acorde dominante siete generalizado en el tonnetz
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Asimismo, con estas generalizaciones se pueden representar
las transformaciones neoriemannianas de la siguiente forma
(figura 23):

/

Figura 23. Transformaciones neo-riemannianas generalizadas en el
tonnetz

Las transformaciones neoriemannianas de la figura 23 se
introducen por medio de funciones. Por ejemplo, para la
transformacién Po P'serequierelaaccion de dos operaciones:
(ng+4)—1 o (ng+3)+1, respectivamente, mientras
que las demas notas pertenecientes al acorde mantienen
sus valores, tal como lo observamos en 1.12 y 1.13. Esto lo
podemos expresar con las siguientes funciones:

P{ng} = (ﬂﬂ. +4)—1, Pf(nﬂ} = [ﬂg +3)+1 (5.1)

Ahora, con base en la figura 23, la transformacién P, ) se
representa visualmente asi (figura 24):
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nu‘l'?

My +11

Figura 24. Transformaciones generalizadas en el tonnetz

Los cuadrados significan que las notas no sufren cambios
en sus valores, valga decir, se mantienen invariantes. La
transformacion Pftnu}’ visualmente es (figura 25):

ng + 0

n.;,+‘?

Figura 25. Transformaciones P’(nu} generalizadas en el tonnetz
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Y asi sucesivamente con las demas transformaciones. A esta
metodologia de representacién la denominaremos funciones
visuales neoriemannianas.

Al observar la MCF de la progresion 4.27, resulta interesante
que el acorde inicial es Do menor, mientras que el final es Do
mayor, lo que corresponde a la transformacioén de la figura
25 cuando ngy = 0. Sin embargo, sabemos que, para efectuar
la transicién entre el acorde inicial al final, hay més acordes
de por medio que funcionan como un puente entre ambos.
Por ende, la progresién armoénica de la figura 10 se puede
representar de este modo (figura 26):

9 4 11

N

Figura 26. Funcion visual neoriemanniana de la progresion en la
figura 10

La MCF de la figura 26 representa aquellos acordes que
funcionan como un puente entre el acorde de Do menor con
el de Do mayor, denominados subprogresiones armonicas.
En otras palabras, son aquellos acordes que permiten que la
transformacion se realice.
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Del mismo modo en que la mayoria de las canciones
comienzan con la ténica, luego pasan al desarrollo arménico,
para culminar en la misma toénica, vamos a replicar la misma
accién con la progresion armoénica de la figura 10: regresar al
acorde de Do menor.

Con el procedimiento ya conocido, compongamos una
progresién cuyo acorde inicial sea Do mayor, y el final Do
menor:

1

[1:' 0\ 4 -5 1 1) 4 9

5—11(4=3,000 3=(0

1 2 o/ N 8 11 L)\ 3

2

0 2 —1\/9 N (o g [1] 9 0
(2 0 ﬂ)(n)mﬂdlzz(ﬁ), 1 (5):(3)
00 1/\3 3/ \o 3/ \3 7

(5.2)

Lo que, musicalmente, se traduce en la siguiente progresion
(figura 27):

«=82
. [ EmajT A D= Cm
4 - [4 ] Ty & ] 1
. 'iﬁ =8 fo il 744
-?'—'E > ﬂn R fa o

Figura 27. Progresion armdnica de las transformaciones lineales 5.2
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Entonces, junto con 4.22, la progresién final es (figura 28):

4=82

Cm Ek a7 [
A
5 .:"'E
LR o B
wf
s C Emsj7 A D#? Cm
A
En = 8 v
- =131 - fan -
L

Figura 28. Progresion armdnica 4.22y 5.2

Por consiguiente, la funcién visual neoriemanniana de la
progresién en la figura 28 es:

™

o o0 o 0 0 0
n -1 1 0 0 4 |modl2
5 E E modl? ([l 1 4)
3 3 0 7
9 F| 11

Figura 29. Funcion visual neoriemanniana de la progresion en la
figura 6.12
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Conclusion

Iniciamos este trabajo con una formalizacién matematica
de algunos conceptos de la teoria neoriemanniana y pitch-
class set que sustentan la presente investigacién. Esto podria
contribuir a que el estudio de ambas teorias sea mas facil de
entender y divulgar.

En la primera y la segunda seccién, debido a la similitud
entre las ecuaciones 2.1 y 2.2, reinterpretamos la férmula de
distancia intervalica a partir de la férmula de la distancia
entre dos puntos. Esto nos proveyo el argumento necesario
para entender las notas musicales como puntos en el plano
cartesiano. Obviamente, esta idea no es nueva; Tymoczko la
ha aplicado en varios estudios (2006; 2011; 2012). La diferencia
estriba en que él la presenta de manera directa, mientras
que aqui surge como una consecuencia de la ecuacién 2.3.
Pese a ello, el hecho de llegar al mismo resultado refuerza
aun mas dicho concepto. Teniendo esta nueva definicion
para las notas, introdujimos el dlgebra lineal con vectores
que buscan medir la dinamica melddica por medio de sus
relaciones intervalicas.

En la tercera seccion propusimos que todo conjunto de notas
musicales puede ser trazado con una figura geométrica,
de acuerdo con sus respectivos intervalos. Aunque dicha
representacion funciona mas a modo de apreciacion que de
analisis, con respecto a los valores del area y los angulos
esta geometria manifiesta propiedades simétricas en los
conjuntos de la forma ideal invertida y de sus retrogrados.
Asi mismo, sugerimos una férmula para calcular el area de
los poligonos segun su numero cardinal. Esta férmula nos
da a entender que el area de un poligono puede ser calculada
mediante notas musicales, 1o cual unifica a la musica con la
geometria més alla de un contexto creativo.

En este sentido, una futura investigacién podria analizar si
las propiedades geométricas observadas en los poligonos
tienen alguna representacién musical, es decir, indagar si
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el area o los dngulos de la figura 4 representan algo en el
contexto musical, que se adentre en la teoria musical o en
la interpretaciéon instrumental. A esa premisa le siguen las
siguientes preguntas: ¢se pueden formar teselados con estos
poligonos? ;Qué cualidad de acorde forma un cuadrado, un
triangulo, un pentagono, etcétera? ;Cual es el centro de
gravedad de los tridngulos de cada triada? Por ultimo, seria
valido extender este andlisis a una investigacién anterior
(Lugos Abarca, 2023), donde también se desarrolld una
geometria musical, pero desde una perspectiva ritmica.

En la cuarta seccién propusimos las transformaciones
lineales como herramienta matematica, con el fin de
representar y crear progresiones armonicas por medio de
matrices. Para ello, tuvimos que definir los acordes como
vectores, los cuales, cuando tienen tres y cuatro notas son
tridimensionales y tetradimensionales, respectivamente.
Lo que ejemplificamos con las progresiones armoénicas del
standard de “All the things you are” de Sonny Rawlins (2004),
mediante transformaciones lineales. Por ultimo, se retomo
lo desarrollado en las secciones 2 y 3, para descubrir que,
mediante las transformaciones lineales, es posible expresar
intervalos armonicos.

Por lo anterior, podemos concluir que los acordes se hallan en
dimensionesmayoresag3ysudindmica;esdecir,laprogresion
armoénica se obtiene mediante transformaciones lineales.
Ademas, la representacioén matricial que aqui proponemos
suscita varios interrogantes para ser estudiados en futuras
investigaciones: ¢qué representan las determinantes, los
vectores y valores propios de estas matrices? Asi mismo,
¢qué pasa con los productos, las proyecciones y el analisis
espectral de estas matrices? Y mas interesante aun seria
saber si existe alguna matriz que ofrezca la transformacion
entre una triada y una tétrada.

En la quinta secciéon formalizamos las transformaciones
lineales y las teorias neoriemanniana y Pitch-class set, e
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introdujimosel conceptodelafunciénvisualneoriemanniana
con la generalizacién del tonnetz. Dichos diagramas (figura
19) corresponden a las partituras en estas teorias.

Este método de composicidon se puede considerar atonal ya
que, como vimos en los ejemplos, no se define un centro tonal,
de hecho no se busca, pues lo que nos interesa es observar
coémo los acordes evolucionan mediante las transformaciones
lineales. Asi mismo, dada la naturaleza matematica de este
proceso, se recomienda que sea empleado con los recursos
informaticos requeridos para dicho efecto.

Por ultimo, no todas las matrices de funcién producen
acordes; a veces, obtenemos notas cuyo orden intervalico
no determina una cualidad de acorde en especifico. Por lo
tanto, hay que ser selectivos al momento de componer con
las transformaciones lineales; de ahi la recomendacién de la
asistencia computacional, pues se requiere de mas desarrollo
matematico para que una computadora pueda usar este
método de manera independiente.
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Anexo 1. Poligonos de Allen Forte

Conjunto ﬁ? =(0,1,2)

Figura A.1 Conjunto graficado en el plano cartesiano

Conjunto 78 = (0,1, 3)

Figura A.2 Conjunto graficado en el plano cartesiano
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Conjunto 78 = (0,1,4)

Figura A.3 Conjunto ;g = (0,1, 4) graficado en el plano cartesiano

Conjunto 1§ = (0,1,5)

Figura A.4 Conjunto ;t'g = (0,1,5) graficado en el plano cartesiano
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Conjunto my = (0,1, 6)

Figura A.5: Conjunto TTg = (0,1, 6) graficado en el plano cartesiano

Conjunto EE =(0,2,4)

——

Figura A.6 Conjunto g = (0, 2, 4) graficado en el plano cartesiano

Josué Alexis Lugos Abarca 49



Revista de misica de la Universidad EAFIT RICERCARE

Conjunto 3?3 =(0,2,5)

T L] g [ L] x© ix

Figura A.7 Conjunto ;‘g = (0, 2,5) graficado en el plano cartesiano

Conjunto 1l = (0,2, 6)

0 ] ¥ L 1 W0 [

—_

Figura A.8 Conjunto nﬂ = (0, 2, 6) graficado en el plano cartesiano
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Conjunto EE =(0,2,7)

Figura A.9 Conjunto 1?3_ = (0, 2,7) graficado en el plano cartesiano

Conjunto EE' =(0,3,6)

Figura A.10 Conjunto 1?:} = (0, 3, 6) graficado en el plano cartesiano
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Conjunto E'E =(0,3,7)

Figura A.11 Conjunto 1?:: = (0, 3, 7) graficado en el plano cartesiano
Conjunto 7y = (0,4, 8)

|
. PO =005

- ] -
4 i " -] ] a

Figura A.12 Conjunto 1?:: = (0, 4, 8) graficado en el plano cartesiano

Nam. 17 (2024) 52



Aspectos geométricos y algebraicos de la teoria neoriemanniana y pitch-class set

Anexo 2. Poligonos de los acordes

Acorde mayor:

Figura A.1 Acorde mayor graficado en el plano cartesiano

Acorde menor:

Figura A.2 Acorde menor graficado en el plano cartesiano
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Acorde disminuido:

Figura A.3 Acorde disminuido graficado en el plano cartesiano

Acorde aumentado:

Figura A.4 Acorde aumentado graficado en el plano cartesiano
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Acorde suspendido 2:

Figura A.5 Acorde suspendido 2 graficado en el plano cartesiano
Acorde suspendido 4:

Figura A.6 Acorde suspendido 4 graficado en el plano cartesiano
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Acorde mayor con séptima mayor:

[ ¥ a [ [] 6 (-]

Figura A.7 Acorde mayor, séptima mayor graficado en el plano
cartesiano

Acorde de dominante siete:

[ ¥ 4 [ L} iz

Figura A.8 Acorde de dominante siete graficado en el plano
cartesiano
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Acorde mayor con séptima menor, bemol cinco:

s de ARCD = M

Figura A.9 Acorde mayor de séptima menor bemol cinco graficado en
el plano cartesiano

Acorde menor con séptima menor:

Figura A.10 Acorde menor con séptima menor graficado en el plano
cartesiano

Josué Alexis Lugos Abarca 957



Revista de misica de la Universidad EAFIT RICERCARE

Acorde menor con séptima mayor:

Figura A.11 Acorde menor de séptima mayor graficado en el plano
cartesiano

Acorde semi disminuido siete:

Figura A.12 Acorde semidisminuido siete graficado en el plano
cartesiano
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Acorde disminuido siete:

Figura A.13 Acorde disminuido siete graficado en el plano cartesiano

Acorde aumentado con séptima mayor:

Figura A.14 Acorde aumentado de séptima mayor graficado en el
plano cartesiano
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Acorde aumentado con séptima menor:

Sun o ARCT = 50

B = 5.8

Figura A.15 Acorde aumentado de séptima menor graficado en el
plano cartesiano
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